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Proposition 1. Soient ¢ = p" une puissance de premier et P € F,[X] un
polyndome sans facteurs carrés. Alors on peut calculer le nombre de facteurs
premiers de P.

Démonstration.
On considere R := I [X]/(P) une F,-algebre. Dans ;[ X], par morphisme
de Frobenius on a (U + V)1 =U?+ V% et U (X?) = U?, donc dans l'algebre
quotient R, F : U — U =U (X9) est bien un endomorphisme de I -algebre.
En particulier, ker(F — Id) I’ensemble de ses points fixes de F' est également
une IF -algebre.

Considérons P = ﬁ P; une décomposition de P en irréductibles. Comme
P est sans facteur carlr:él, les P; sont premiers entre eux, donc par le théoreme
des restes chinois, il existe ¢ : R — é F,[X]/ (P;) un isomorphisme de
IF,-algebres — ¢ est en fait la somme desﬁirojections m: R— F,[X]/(P).

En conjuguant par ¢, on transporte F' en 1’élévation a la puissance ¢

;
coordonnée par coordonnée sur @ F,[X]/ (P;). Par isomorphisme, '’ensemble
i=1

des points fixes de F' est isomor_phe a la somme des points fixes sur chaque
Fo[X]/ (F).

Comme P, est irréductible, K = F,[X]/ (P;) est une extension du corps
IF,, donc pour z € K on a x = 29 ssi x € Iy, donc le noyau de ce morphisme
linéaire est de dimension 1.

Le nombre de facteurs irréductibles de P est donc égal a la dimension
r = dimker(F — Id). O



Proposition 2. Sous les hypotheses précédentes, on peut de plus déter-
miner algorithmiquement V' € F,[X] non constant modulo P tel que P =
[T pged(P,V —a).
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Démonstration.
On commence par déterminer le nombre de facteurs » comme ci-dessus. Si
r =1, on a terminé. Supposons maintenant r > 2.

Comme ker(F —Id) est de dimension 7, cet espace contient V ¢ 1 - TF,.
Par isomorphisme, V' correspond & un vecteur (a;) € ), C é F,[X]/ (P).
i=1

En particulier, V' n’est pas constant donc pged (V — o, P;) = P;. On
a donc pged(V — o, P) = I pged(V —a,P;)) = [I Pi. On a donc P =
=1 o=
[T pged(V — «, P).
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Comme V n’est pas constant modulo P, aucun des facteurs ci-dessus n’est
de degré deg(P) donc on a une vraie factorisation de P. O

Théoréme 1 (Algorithme de Berlekamp). On définit Facteurs(P), qui prends
un polynéme P € F [X] en entrée et retourne I'ensemble de ses facteurs ir-
réductibles en sortie. Cette fonction est calculée par 'algorithme :

si d:=deg(P)<0 :
retourner ()

sinon si P'=0 alors :
calculer @Q tel que P=QP
retourner Facteurs(Q)

sinon :
calculer U =pgced(P,P')# P
st U#1 :

retourner Facteurs(%)
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sinon :

calculer M = Mat(F —1d) € My (Fy) dans la base (T,Y,---,Xd_l)
calculer une base B de ker(M) par pivot de Gauss
st |B=1 :

retourner {P}
sinon :

choisir VeB tel que V¢1-F,

retourner U Facteurs (pged [V — a, P])
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