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Remarque 1 (Matrices circulante et déterminant). On considère la matrice
suivante :

J =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . . . . 1
1 0 · · · · · · 0


∈Mn(C) .

Soit P =
n−1∑
k=0

akX
k ∈ Cn−1[X]. P (J). Un calcul direct donne :

P (J) =


a0 a1 · · · an−1

an−1
. . . . . . ...

... . . . . . . a1
a1 · · · an−1 a0

 ∈Mn(C) .

Une telle matrice est dite circulante. Le même calcul donne Jn = In

donc χJ = Xn − 1 est scindé à racines simples, J se diagonalise en Ω =
diag (ωj, 0 ≤ j ≤ n− 1) avec ω = e

2iπ
n une racine primitive de l’unité. On

en déduit que P (J) se diagonalise en
n−1∑
k=0

akΩk et donc que det(P (J)) =
n−1∏
j=0

P (ωj).

Application 1. Soit P0 ∈ CZ/nZ un polygone à n sommets. On définit la
suite de polygones (Pk) par Pk+1,i = Pk,i+Pk,i+1

2 , de sorte que les sommets de
Pk+1 soient les milieux des côtés de Pk, dans le même ordre.
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Soit g = 1
n

n∑
i=1

P0,i l’isobarycentre de P0. La suite Pk converge géométri-
quement vers le "polygone" constant g.

Démonstration.

Quitte à identifier Z/nZ à J1, nK et Pk à


Pk,1
...

Pk,n

 on a la relation matricielle

Pk+1 = APk = Ak+1P0 avec A = In+J
2 .

On peut alors montrer que
(
Ak
)
converge géométriquement vers la ma-

trice B =
(

1
n

)
1≤i,j≤n

, car dans ce cas, ||Pk − g|| = ||(Ak − B)P0|| ≤ |||Ak −
B||| × ||P0||.

Comme XIn − A =
(
X − 1

2

)
In − 1

2J est un polynôme en J , c’est une

matrice circulante donc χA(X) =
n−1∏
j=0

(
X − 1+ωj

2

)
. Ce polynôme est lui-même

scindé à racines simples, donc A = P×diag
(

1+ωj

2 , 0 ≤ j ≤ n− 1
)
×P−1. Il en

découle que Ak converge géométriquement vers B = Pdiag (1, 0, . . . , 0)P−1

de rang 1.

Si on considère X =


1
...
1

, on a AX = X donc en passant a la li-

mite, par continuité, BX = X. Comme X ∈ Im(B) de dimension 1, on
a B = (b1X, . . . , bnX). En outre, A préserve l’isobarycentre d’un polygone P
quelconque :

1
n

∑
i∈Z/nZ

Pi + Pi+1

2 = 1
2

 1
n

∑
i∈Z/nZ

Pi + 1
n

∑
j=i+1∈Z/nZ

Pj

 .

Donc en passant à la limite,B également. Autrement dit, bi est l’isobarycentre
du i-ième vecteur de base de Cn, soit 1

n
. On a donc bien le résultat voulu.

Remarque 2. Le raisonnement précédent reste vrai si on considère n nombres
réels plutôt que n affixes complexes. En conséquence, en raisonnement coor-
donnée par coordonnée, le résultat est plus généralement vrai pour n points
quelconques de Rn et pas seulement dans le plan.
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