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Définition 1 (Fonction de Möbius). Pour un nombre premier p, on définit
la valuation p-adique par νp(n) = max{k ∈ N, n ∈ pkN} <∞.

Soit µ(n) :=
{

(−1)r si ∀p, νp(n) ≤ 1 et n = p1 × · · · × pr
0 si ∃p, νp(n) ≥ 2 la fonc-

tion de Möbius, définie sur N∗. C’est une fonction multiplicative, au sens où
si m ∧ n = 1, alors µ(mn) = µ(m)µ(n).

Lemme 1. Pour n ≥ 2, on a ∑
d/n

µ(d) = 0. En réalité, µ est même entièrement

définie par cette relation.

Démonstration.
Soit n =

r∏
i=1

pαi
i . Tout diviseur d correspond à une unique famille (βi) ∈ Nr

telle que βi ≤ αi. On peut d’office éliminer les familles avec un βi ≥ 2, pour
lesquelles µ(d) = 0. En décomposant la somme selon le nombre de diviseurs
premiers distincts de d on a alors :

∑
d/n

µ(d) =
r∑
i=0

∑
d=pj1 ...pji

/n

µ(d) =
r∑
i=0

(
r

i

)
× (−1)i = (1− 1)r = 0 .

Lemme 2 (Formule du crible). Soient (Ui)1≤i≤k des ensembles finis. On a
l’égalité :

#
(

k⋃
i=1

Ui

)
=

∑
J⊂J1,kK
J 6=∅

(−1)|J |+1 ×#
⋂
j∈J

Uj

 .
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Théorème 1. Soient An := {(x, y) ∈ J1, nK2, x ∧ y = 1}, et rn = #An

n2 la
probabilité que deux entiers uniformément choisis entre 1 et n soient premiers
entre eux. On a alors :

rn = 1
n2

n∑
d=1

µ(d)×
⌊
n

d

⌋2
−→
n→∞

6
π2 .

Démonstration.
On considère p1 < · · · < pk la suite des premiers de J1, nK. On pose Ui =
J1, nK2 ∩ (piN)2 l’ensemble des couples (a, b) tels que pi/(a ∧ b), de sorte que
k⋃
i=1

Ui et An sont complémentaires dans J1, nK2.

Pour calculer le cardinal de ⋃Ui, on va utiliser la formule du crible. ⋂
j∈J

Uj

est l’ensemble des couples (a, b) tels que d :=
( ∏
j∈J

pj

)
divise a ∧ b, donc

#
( ⋂
j∈J

Uj

)
=
⌊
n
d

⌋2
. En réinjectant ce résultat dans la formule du crible, on

a alors :

|An| = n2−#
(

k⋃
i=1

Ui

)
= n2 +

∑
I⊂J1,kK,I 6=∅

(−1)|I|×

 n∏
i∈I
pi


2

=
n∑
d=1

µ(d)
⌊
n

d

⌋2
.

On a donc montré l’égalité sur rn, reste encore à étudier son comportement
asymptotique.

A d fixé, on a 1
n2×

⌊
n
d

⌋2
∈
[(

1
d
− 1

n

)2
, 1
d2

]
d’où

∣∣∣ 1
n2 ×

⌊
n
d

⌋
− 1

d2

∣∣∣ ≤ 1
n

(
2
d

+ 1
n

)
.

Il en découle
∣∣∣∣rn − n∑

d=1

µ(d)
d2

∣∣∣∣ ≤ n∑
d=1

2
dn

+ 1
n2 = O

(
ln(n)
n

)
.

On sait que ∑
n∈N

1
n2 = π2

6 . On va donc montrer que ∑
n∈N

1
n2 ×

∑
d∈N

µ(d)
d2 = 1,

ce qui nous permettra de conclure.

La série à deux paramètres
(
µ(d)
d2n2

)
n,d∈N

est sommable, donc on peut som-
mer par paquets sur la partition (N∗)2 = ⊔

i∈N∗{(n, d), nd = i} :

∑
n,d∈N

µ(d)
d2n2 =

∑
i∈N∗

1
i2
∑
d/i

µ(d) = 1
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