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Définition 1 (Fonction de Mébius). Pour un nombre premier p, on définit
la valuation p-adique par v,(n) = max{k € N,n € p*!IN} < ooc.

~1) s < —
Soit pu(n) ;:{( )7 st Vpvp(n) <1 et m=py x “PrJa fonc-

0 si 3p,vp(n) > 2
tion de Mobius, définie sur IN*. C’est une fonction multiplicative, au sens ot
simAn =1, alors u(mn) = pu(m)u(n).

Lemme 1. Pourn > 2, ona Y. u(d) = 0. En réalité, 1 est méme entierement
d/n
définie par cette relation.

Démonstration.
Soit n = [] p;*. Tout diviseur d correspond a une unique famille (3;) € IN"

=1
telle que B; < «;. On peut d’office éliminer les familles avec un ; > 2, pour

lesquelles p(d) = 0. En décomposant la somme selon le nombre de diviseurs
premiers distincts de d on a alors :

Su=3 ¥ =3 (1) x == =0

d/n 1=0 d=pj, ...pj, /n =0

Lemme 2. Soit f € RY". On définit ¢ € RN par g(n) = X f(d). Alors

d/n
fn) =% p(d)g (%).

d/n



Démonstration.

Ona ¥ u(d)yg () = X uld) 2 fle) = X fle) ¥ p(d) = f(n). O
d/n d/n - e/f efn” A2

Théoréme 1. On pose P(d) C F,[X] 'ensemble des polynémes irréductibles

unitaires de degré d. Pour n > 0 on a la factorisation X" — X = [ I P.
d/n PEP(d)

Démonstration.
Soit P € P(d). On considere le corps de rupture F,[X]/(P) = Fa C Fyn.

Pour z € F a4

d . d__
on adonc 29" =z (six # 0, x € F*, donc 27! = 1 par le
q% ) q

, N . , (k+1)d kd\ 9 d
théoreme de Lagrange) puis par récurrence x4 = (xq ) =29 =x. En

particulier, si d/n alors 24" = x. Toute racine de P est racine de X¢" — X
dans Fy» donc P est un facteur irréductible de ce polynome.

En outre, (X " X )/ = —1 donc X" — X est a racines simples dans Fn :
c’est un produit de polynémes irréductibles deux a deux distincts. De plus,
si on considére P € F,[X] un facteur irréductible de X?" — X, polynome
minimal de x € Fpn, alors n = [Fpn : F)] = [Fyn : Fy(z)] x deg(P), donc

deg(P)/n. O
Corollaire 1. On a |P(n)| = % dy(2) ~ <

Démonstration.

En regardant les degrés dans la formule qui précede on a ¢" = Y d x [P(d)|.

d/n
Si on pose f(d) =d x |P(d)| et g(d) = ¢%, le second lemme donne :

wx POl = Sl () = () o

Pour évaluer le comportement asymptotique, on a la majoration :

L5 |2]+1
n n gtzi™ —1 n n
Su(D) o] <Sd =T o) = o)
d/n d=0 q-—
d’ou le résultat voulu, n |P(n)| ~ ¢". O

Remarque 1. Il y a, au total ¢"! polyndmes unitaires de degré n dans
IF,[X]. En conséquence, la proportion de polynomes irréductibles de degré n
est de l'ordre de .



