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Définition 1. On définit le polynéme cyclotomique ®,, dont les racines dans
C[X] sont exactement les racines primitives n-iemes de I'unité. Autrement

dit : .
O, (X)= J[ (X—e).
1<k<n
kAn=1

On peut vérifier que ®,, € Z[X], et que X" — 1 = [] Dy.
d/n

Lemme 1. Soient @ € IN et p premier, tels que p A ®,(a) = p mais que
p A ®4(a) =1 pour tout diviseur strict d de n. Alors p = 1[n].

Démonstration.

On aa” —1=®,(a) x [] ®4(a) = 0[p], donc @ € I} inversible; on pose w
d/n
d#n

I’exposant de cet élément.

Si d/n est un diviseur strict, alors v, (ad - 1) = II v, (®4(a)) = 1 donc
d/n
d#n

a # 1[p| et w # d.

On en déduit w = n. En conséquence, par le théoreme de Lagrange sur
%, on en déduit n/(p—1). Autrement dit, il existe k € Z tel que p = kn+1 =
1[n], d’ou le résultat. O

Théoréme 1. Soit n > 2 entier. L’ensemble P = {p premier, p = 1[n]} est
infini.



Démonstration.

Considérons p; # -+ # p, € P, et posons N = n x [] p;. Supposons qu’on
i=1
a q tel que ¢ = 1[N]. Dans ce cas, g € P et ¢ ¢ {p1,...,p.}. Par récurrence

sur r, P est infini.

Soit R = XgN_l. Par définition des polynomes cyclotomiques, R et ®y
n’ont aucune racine complexe en commun. Ces polyndémes sont donc premiers
entre eux. Par identité de Bezout dans Q[X], on en déduit U,V € Q[X] tels

que UR+Voy =1.

Pour tout polynéme non constant de C[X], on a |P(z)] — o0. En

|z|—o00
particulier, comme @y est non constant, on a |®y(a)| > 2 pour tout a > ag €
N ; ®,(a) admet toujours un facteur premier g. On peut en particulier choisir
a de sorte alU, aV € Z[X]. Dans ce cas, on a aU (a)x R(a)+aV (a)x Py (a) = a.

Comme ®y(a) = 0[g], c’est a fortiori vrai pour X — 1 d’on ¥ = 1[q],
aAg = 1.1l en découle alU(a) X R(a) = alg], d’'ott R(a)Aq = 1. En particulier,
pour tout diviseur strict d de N, on a ®4(a) A g = 1.

Par le lemme préliminaire, on en déduit ¢ = 1[V], le résultat voulu. [

Remarque 1. Par d’obscurs arguments de théorie analytique des nombres,
on peut montrer le résultat d’équipartition suivant pour m An =1 :

#{p € [1, k], p premier,p = m[n]} 1

#{p € [1,k],p premier} — p(n)




