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Théorème 1. Soient (E, ||.||) un espace euclidien et G < GL(E) un sous-
groupe compact.

SoitK 6= ∅ ⊂ E un convexe stable parG. Alors ∃x ∈ K, ∀g ∈ G, g(x) = x.

Démonstration.
Par compacité de G, pour x ∈ K quelconque, l’orbite G · x est compacte.
Quitte à restreindre K à conv(G · x), on peut le supposer compact.

On pose N(x) = max
g∈G
||g(x)||, bien définie par continuité de g 7→ ||g(x)||

sur L(E) et compacité de G. N définit clairement une norme sur E. En
particulier, N est continue.

Soient x, y ∈ E qui vérifient un cas d’égalité dans l’inégalité triangulaire :
il existe g0 ∈ G qui atteint le maximum dans N(x+ y) = ||g0(x) + g0(y)|| ≤
||g0(x)||+ ||g0(y)|| ≤ N(x) +N(y). Par cas d’égalité dans l’inégalité triangu-
laire de ||.||, on en déduit que g0(x) et g0(y) sont positivement colinéaires ;
g0 étant inversible, il en va de même pour x et y.

On remarque enfin que N est invariante par l’action de G, car N(g(x)) =
sup
h∈G
||hg(x)|| = sup

g′∈Gg
||g′(x)|| = N(x). Par compacité de K, on considère

z ∈ K tel que N(z) = min
x∈K

N(x). Si ce z est unique, alors en particulier,
comme g(z) ∈ K et N(z) = N(g(z)), alors z = g(z). Reste donc à montrer
l’unicité. Elle est directe si N(z) = 0.

Considérons donc y ∈ K tel que N(y) = N(z) > 0. On a en particulier
N(y) = N(z) ≤ N

(
y+z

2

)
donc N(y) + N(z) ≤ 2N

(
y+z

2

)
= N(y + z). Par

le cas d’égalité précédent, on a y et z positivement colinéaires, y = λz par
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exemple. Mais alors N(y) = N(λz) = λN(z) = λN(y), d’où λ = 1 et
y = z.

Application 1. Soit G < GLn(R) un sous-groupe compact. Alors G est
un sous-groupe du groupe d’isométries d’un espace quadratique euclidien
(Rn, S), et est conjugué à un sous-groupe de On(R).

Démonstration.
Soit ρ : G → GL (Sn(R)) défini par ρ(A) : S 7→ ASAT , qui correspond au
changement de base A sur la forme quadratique S. On remarque en particulier
que :

ρ(A) [ρ(B)S] = A
(
BSBT

)
AT = (AB)S(AB)T = ρ(AB)S

donc ρ est un morphisme de groupes, qui induit une action G ρy Sn(R).

On considère E =
{
AAT = ρ(A)In, A ∈ G

}
l’orbite de l’identité sous l’ac-

tion précédente, stable par le groupe ρ(G). Par continuité, c’est un compact
de S++

n (R). En particulier, K = conv(E) un compact convexe, stable par
ρ(G). Par le théorème de Kakutani-Markov, il existe donc S ∈ K ⊂ S++

n (R)
invariant par ρ(G).

Comme S ∈ S++
n (R), c’est la matrice d’une forme quadratique définie

positive, qui induit une norme euclidienne N(x) = xSxT pour le vecteur ligne
x ∈ Rn. Dans ce cas, pour A ∈ G, on a N(xA) = xASATxT = xSxT = N(x),
donc G < Isom (Rn, N) =

{
M ∈Mn(R),MSMT = M

} ∼= On(R).

De façon plus explicite, S admet une (unique) racine R ∈ S++
n (R). Autre-

ment dit, pour tout A ∈ G, on a AR2AT = R2, donc (R−1AR) (R−1AR)T =
In et donc R−1AR ∈ On(R). Autrement dit, G < ROn(R)R−1, c’est-à-dire
le résultat voulu.
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