Formule de Parseval
Equation de la chaleur sur le cercle

Léo Gayral

2017-2018
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Remarque 1 (Rappels). Soit T = R/27Z. On considére la famille d’ap-

plications continues (e, : z — e’m)nez, ainsi que les coefficients de Fourier

cn(f) = ?ﬁf(x)e*m‘”g—i = (f, e,), bien définis pour f € LY(T) > L*(T).
0

Théoréme 1 (Formule de Parseval). La famille (e,,) est une base hilbertienne
de L?(T). On a alors I'égalité HinQ(T) = ¥ |cal?, qui induit une isométrie
nez

L2(T) = 1X(Z).

Démonstration.
La famille (e,) est orthonormale, ce qui donne Y3 |e, | < || f||5 < oo par in-
nez

égalité de Bessel. Pour montrer que cette famille est totale, considérons D,, =
n n
> ey le noyau de Dirichlet et K, = —= kX_jo Dy, € Vect (eg, |k| < n) le noyau

k=—n

; 2
de Féjer. (K,,) est une approximation de l'unité : K,(z) = %(S;EEE;%Q))) 7

2w —0
K, |, =1ce¢t Ky < 1L __ 5.
1Kl J

5

2r — msin(§/2)? n—o0o
Ainsi, on a Kng—jﬁ un mesure de probabilités sur T donc, pour f € L?(T) :
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If* K — fI? = T FOKa(w = )52 = f(2) 52
< Zr“?\f<t>—f<x>r2m<x—t>;iif
< Zfrllfuf—flliKn(U)i?
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d’ott Vect (e,,n € Z) dense dans L?(T), (e,) une base hilbertienne.

n
En particulier, D, * f = Y cex est la projection orthogonale de f sur
k=—n

Vect (eg, |k| <n). Comme K, % f est dans ce méme espace, on en déduit
1D s f = Il < | K% f = fIl = 0, done || f]l5 = lim || Dy % fl5 = > leal.

[
Application 1. Soit ug € L*(T). Alors Jlu € C*(R** x T) telle que :

{ V(t,z) € R™ x T,0u = Au

Analyse, Unicité.
Par le théoréme précédent, on a u;(z) = Y. c,(t)e™®. Par dérivation sous
nez

'intégrale, on a en fait ¢, € C* (R™) et plus précisément :

G0 = [ oula)e s
— zfﬂaﬁut(az)eimgi
- — ZF&xut(x) X (—in)e e
= zfrut(x) X (—in)?e gL
= —nlc,(t)

2 L2 . S
donc, pour t > 0, on a ¢,(t) = e ™t Or u; — ug, donc par l'isométrie
) ) n n 05

L*(T) = [*(Z) donnée par la formule de Parseval on a Y |c,(t) —c,(0)]* = 0

nez
et en particulier ¢ = ¢,(0). O

Syntheése, Existence.

s 17 . —n2t 4 . / .
Considérons donc la fonction u(z) = > ¢,e”™ e, Elle est bien définie sur
nez

R X T : (¢,)nez est bornée, donc u est continue par convergence normale
sur les [e, 00[xT.

On a plus généralement u € C*°(R™ x T) en constatant la convergence
—n2t 4 2
0200 ce " tein®| = |p|?¢tbe™m On a en

. . _m2 ; 2 ; a2 ; N
particulier J;e " e = —n?e e = §2e7" ™™ donc en passant a la

limite dans les sommes associées 0,u = Au.

normale des dérivées partielles car



La régularité de u garantit u; € L?*(T), et par I'isométrie déja évoquée,
2
ue — uoll; = 3 2 x (1 — e‘”Qt) . On peut dominer cette famille par (c?).
nez
Or chaque terme converge simplement vers 0, donc par convergence dominée

L2
on a enfin u; — uyg. O



