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Lemme 1. Soit a > 1. Par le critere de convergence de Riemann, la famille

(i) est sommable. Le reste vérifie alors :
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Démonstration.
On considere la fonction ¢ +— t* € C%([1, 00[, R) positive décroissante, inté-
grable, de primitive W On a donc :
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et on a le méme équivalent pour l'intégrale partant de n + 1.
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d’ou I'équivalent voulu.

Théoreme 1. Soit H,, = Enj i Alors il existe v > 0 telle que :
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Démonstration.
Par comparaison série-intégrale, on a :
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d'ott H, — (In(n+1) —1In(1)) = O (i ,j) et done H, ~ In(n).
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Posons maintenant u,, = H,, — In(n) et v, = u,, — % Ona:

Upr1 — Uy, = (Hpe1— Hy) — (In(n+1) —In(n))
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or Uy — Up = % — 0 donc par critere de convergence des suites adjacentes, il
existe 7 € R tel que limu,, = limv,, = 7. On a en particulier v > vy > vy = 0.
Autrement dit :

H, =1In(n)+~v+o(1).

Pour passer a l'ordre suivant, on considere la suite décroissante définie
par t, = u, — 7, de sorte que ¢, — 07. On a :
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donc la série de terme général est sommable (t,,1 — t,,) est sommable, et par
équivalence des restes :
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donc par le lemme technique, ¢, ~
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Pour passer a 1’ordre suivant, on considere s, = t,, — ﬁ On a:
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donc comme ci-dessus on en déduit s,, ~ % X # et donc :
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On peut alors itérer ce processus indéfiniment, pour monter en précision
dans le développement asymptotique. O

Corollaire 1. Si on considére k, = min {k € N, H, > n}, alors "2 — ¢
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Démonstration.

On a H, = In(n)+~y+t, avec t,, — 0. Par définition de k, on a I'encadrement
Hy, -1 < n < Hyg, donc In(k,) = n—~+o(l), dou k, ~ "7 et donc
% ~ eHl=r=(n=) — o 0
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