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Définition 1. Soit 7, la théorie sur £, = {=, <} axiomatisée par :

— O :Vr,y~(z <yAy <z

— Oy :Vr,y,z(x <yANy<z—x<2z)

— O3 :Vr,y(zr<yVe=yVy<z)

— Oy :Vz,yFz(z<y—ax<zAz<y)

— Os:VedyFz(y <z ANz < 2)

En d’autres termes, Ty est la théorie des ordres totaux stricts (Oq, O et
O3), denses (Oy) sans extrémités (Os).

Lemme 1. T} vérifie les propriétés suivantes :
— T est non contradictoire,
— Ty admet des modeles non isomorphes,
— Tout modele de T} est infini,
— Tous les modeles dénombrables de Tj sont isomorphes.

Démonstration.

Q et R sont des modeles de Tj, qui n’est n’est donc pas contradictoire. En
particulier, ces modeles n’ont pas la méme cardinalité, donc ne peuvent étre
isomorphes.

Si un ensemble fini est totalement ordonné, il admet nécessairement un
maximum, une extrémiteé.

Considérons maintenant M, N F T deux modeles dénombrables. Ils ad-
mettent des énumérations (a;);c et (bj) ;o On commence par envoyer ag
sur by. Si by > by, on I'envoie sur le premier a; encore non utilisé tel que
a; > ag. On considere alors a; — si on n’a pas déja envoyé b; dessus — qu’on
envoie sur un b; adapté. Par va-et-vient, on obtient une suite croissante de
bijections partielles qui préservent 'ordre. En passant a la limite, on obtient
I'isomorphisme entre M et N désiré. ]



Proposition 1 (Admis). Soient 7" une théorie sur un langage £, tous deux
quelconques. Par définition, 7" admet 1’élimination des quantificateurs lorsque,
pour toute formule F'(Z), on a G sans quantificateurs telle que :

T+VzZ(F(T) < G(7)).

De fagon équivalente, il suffit de le vérifier sur les formules F(T) =
JyH(Z,y) ou H sans quanteurs, la propriété se propageant aux autres for-
mules par récurrence.

Théoreme 1. T admet I’élimination des quanteurs.

Démonstration.

Considérons une formule 3z F (x,xy,...,2,). On a :
O3 = Va,y(nz=y)<az<yVy<az),
O3 F Ve,y (H(z<y)ex=yVy<zx),
O, F Ve(z=z+T)A(z <z 1).

La formule F' est donc équivalente a une formule K = \/ A Hy; sous forme
I

k
normale disjonctive, ot les formules atomiques Hy; sont dans {T, L} U {z =
yx#FyeViv{z <y, z£yeVi

Enoutre, FAANT < A FAANL < LetFAVT < TetkE AV L < A
Autrement dit, on peut éliminer T et 1 de K itérativement, quitte a éven-
tuellement constater que F' est énonce une tautologie ou une contradiction.

Comme F (JzAV B) < (3zA) V (FzB), on se rameéne donc au cas ou
F' est équivalente a une formule K = A; H;, ou chaque H; est une formule
atomique sous une des formes suivantes :

T=T4 T =25, T < Ty, Ty < T, Ty < Tj.

Siun des H; est un x = x;, alors 3z F équivaut a F[z := x;]. Sinon, on
peut réordonner K = K7 A K5 ou K, contient les termes dont aucune variable
n'est x, et Ky qui regroupe les ¢ < x; et x; < x. On a donc JzF’ qui équivaut
a K1 A dxK,. Quitte a réordonner on a de plus :

ng(ie/\lx<xi>A<iQ]:cj<:c>.

En particulier, sil € INJ # (0, Ky contient 7y < z Ax <y <> L. Si I =1
(resp. J =), comme l'ordre n’a pas d’extrémités, Os - Fz Ky <> T.
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Il reste enfin & traiter le cas INJ = () avec I et J non vides. Dans ce cas,
comme l'ordre est dense, Oq - dz Ky <+ A x5 < ;. ]
(ij)elxJ

Corollaire 1. T est décidable et complete.

Démonstration.

Ty admet 'élimination des quantificateurs et £ n’a pas de constantes. Les
seules formules sans variables libres ni quantificateurs sont donc trivialement
équivalentes a T ou L, c’est donc plus généralement vrai pour toute formules
close. Autrement dit, T est complete.

Ty est finiment axiomatisée et complete, d’ou sa décidabilité. O



