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Remarque 1. On considére la transformée de Fourier définie par f(€) =
[ f(x)e 27 dx. Cet opérateur induit, par le théoréme de Fourier-Plancherel,
R

une isométrie bijective F sur L*(R).

Soient K > 0 et I = [ K, K|. On définit le sous-espace vectoriel Bx =
{u € L2(R), supp (F(u)) C I},

Proposition 1. By est un espace de Hilbert, et on a une isométrie bijective
naturelle entre By et L? (R/2KZ,dx).

Démonstration.
Ce sous-espace vectoriel de L?(R) est fermé. En effet, si (u,) € Bx™ converge

2
vers u € L2, alors par isométrie, F (u,) —— F(u), et en restreignant les

L2 I¢
supports 0 L§) F(u)|rs. donc supp (F(u)) C Ix. u € Bg, d'ou By fermé,
c’est donc un espace de Hilbert.

On considere alors 7 : R/2K7Z — [— K, K[ un relevement de la projection
Bx — L*(R/2K7Z)
= F(u)or

canonique. L’application @ : est alors une isométrie
bijective.

]
On identifiera R/2K7Z a 'intervalle [— K, K[ par la suite pour alléger les
notations.

Proposition 2. La famille (sn :x— V2K x sine (m(n + 2K.73))) oy, CStune
base hilbertienne de B.



Démonstration.

La famille ( & e/ K )neZ est une base hilbertienne de L?(R/2KZ).

L’isométrie bijective ® préserve le fait d’étre une base hilbertienne, donc il
suffit de vérifier que s, = @' (e,). Comme R/2KZ est de masse 2K, on a
]I, < V2K ||.||, via I'inégalité de Jensen. Comme e, € L', sa transformée
de Plancherel inverse correspond a l'intégrale :

D (en) () = | en(€)2mEde

-K

— ? eiwf(ﬁ-‘er) df

B [ ime( +2z)]
= )
= \/_ K x sinc (7w(n + 2Kx))

ou sinc(x) = Sm(m) est une fonction analytique. O
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Théoreme 1. L’application 1 n définit une isomé-
= (7 (#)),ca

trie bijective.

Démonstration.
Comme F(u) € L'(R/2KZ), & égalité presque-partout prés :

K
U x> / ™ F (u)(€)dé

-K

donc, par théoréme de continuité sous l'intégrale, u € C°(R) : I’évaluation de

u en 5z est bien définie sans ambiguité. Il suffit maintenant de vérifier que
(Sp,u)y = ﬁu (%) :
(sns ) = {en, @(u))
= g L e mT () de
= g R (w)(€)de
- ke (3

]

Corollaire 1. La série Y u (LK) sinc (7(2Kx —n)) converge normalement
nez

vers u dans (C°(R), ||.||.)-

N



Démonstration.
Au changement de signe de I'indexation pres, cette série correspond & ((s,,, u) X s,)
qui converge vers u dans L? d’aprés ce qui précede.

nez’

En outre, pour u € By, 'expression en fonction de F(u) nous donne :
lulloo < [[Fu)lly < V2K [[F(u)lly = V2K [Jull,

dont, comme la famille converge normalement dans L2, elle converge norma-
lement dans L™, et la domination nous assure sans aucun doute que la limite
est bien la bonne. O

C — C
o ] () (€)de
K

reme de dérivation sous l'intégrale, on voit que u définit une fonction entiere,
et pas seulement continue.

Remarque 2. Quitte a considérer , par théo-

Remarque 3. Ce résultat est fondamental en théorie du signal. En effet, une
fonction u est représentée en machine par ses valeurs sur un intervalle fini de
%Z. Si on prends comme modele de référence I'ouie humaine, on remarque
qu’on ne percgoit pas réellement le signal mais plutot son spectre, la fonction
.

Etant la plage de perception limitée quon peut ultimement percevoir —
typiquement jusqu’a 20 ou 30 kHz pour 'ouie — on va chercher a reproduire
cette plage [— K, K] le plus fidelement possible, sans réellement se soucier de
ce qui se produit au dela.

Pour ce faire, le théoréme précédent nous donne une isométrie avec I’échan-
tillonnage (u (%)), donc on veut une fréquence d’échantillonnage f > 2K.
On appelle ce critere la condition de Nyquist-Shannon.

En pratique, lorsque ce critere n’est pas respecté mais que f reste dans le
méme ordre de magnitude que K, on assiste a un phénomene de repliement
du spectre.



