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Lemme 1. Soient h1, . . . , hr : R → C des fonctions linéairement indépen-
dantes. Alors ∃(x1, . . . , xr) ∈ Rr, tels que A := (hi(xj))1≤i,j≤r ∈ GLr(C).

Démonstration.
On considère le C-espace vectoriel E = Vect (h1, . . . , hr) de dimension r. Soit
F = {evx, x ∈ R} ⊂ E∗. On a F⊥ = {h ∈ E,∀x ∈ R, h(x) = 0} = {0} et
dim(E∗) = dim(E) < ∞ donc Vect (F ) = E∗. On peut donc extraire de F
une base (evxj

)1≤j≤r de E∗. On définit alors A ∈Mr(C) comme dans l’énoncé
du lemme.

Soit λ ∈ Cr un vecteur ligne. On a (λA)i =
r∑

k=1
λkAk,i = evxi

(
r∑

k=1
λkhk

)
.

Si λA = 0 alors
r∑

k=1
λkhk ∈ (E∗)⊥ = {0}. D’où A injective, inversible.

Théorème 1. Soit f ∈ L1
loc(R,C). On définit τaf : x 7→ f(x + a) les trans-

latées de f et E = Vect (τaf, a ∈ R).

Alors E est de dimension finie ssi f ∈ C∞ est solution d’une équation
différentielle linéaire homogène à coefficients constants.

Dans ce cas, l’ordre minimal d’une telle EDL est dim(E) et E est l’espace
de ses solutions.

Démonstration.
Supposons dim(E) = r < ∞. On considère en particulier (f1, . . . , fr) une
base de E constituée de translatées de f . On définit alors gi : x 7→

x∫
0
fi(t)dt ;

comme fi ∈ L1
loc, on a gi ∈ C0(R,C).
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Les fonctions (gi)1≤i≤r sont linéairement indépendantes. En effet, si on
a ∑r

i=1 λigi = c ∈ C, alors par le théorème de différentiation de Lebesgue∑r
i=1 λifi ≡ 0, or les (fi) sont linéairement indépendants, donc λ1 = · · · =

λr = c = 0. On en déduit que l’espace G = Vect (g1, . . . , gr, gr+1 = 1) ⊂
C0(R,C) est de dimension s = r + 1 <∞ et stable par translation.

G est en fait l’espace des primitives de fonctions de E, ce qui correspondra
à augmenter de 1 l’ordre de toutes les dérivées dans l’EDL dont f est solution.

Par stabilité par translations, on a τagi ∈ G et

∀a ∈ R, ∃(λi,j(a))1≤j≤s ∈ Cs, τagi =
s∑

j=1
λi,j(a)gj .

D’une part, en fixant x = 0, on a gi = λi,s. D’autre part, si Gi(x) :=
x∫
0
gi(t)dt, alors en intégrant les égalités précédentes de 0 à x ∈ R à a fixé, on

en déduit que Gi(x+ a)−Gi(a) =
s∑

j=1
λi,j(a)Gj(x).

Par le lemme, on en déduit une famille (xj) et une matrice A ∈ GLs(C)
associée aux (Gi). On définit alors les matrices B(a) = (Gi(a+ xj)−Gi(a))
et Λ(a) = (λi,j(a)). On remarque que B ∈ C1 (R,Ms(C)) et B = ΛA, donc
Λ = B×A−1 est également continûment dérivable, d’où gi ∈ C1 en particulier.

Plus généralement, on a ∀i, gi ∈ Ck(R,C) implique B ∈ Ck+1 implique
Λ ∈ Ck+1 implique ∀i, gi ∈ Ck+1. Par récurrence, on en déduit que E ∪ G ⊂
C∞(R,C), Λ ∈ C∞(R,Mn(C)).

On veut maintenant montrer que E stable par dérivation ; il suffit en fait
de le montrer sur G, car h ∈ G ssi h′ ∈ E. Or gi(x + a) = ∑

λi,j(a)gj(x)
donc en dérivant par rapport à a on obtient g′i(x+ a) = ∑

λ′i,j(a)gj(x), et en
particulier g′i =

s∑
j=1

λ′i,j(0)gj ∈ G.

Il en découle que {f (k), k ∈ N} ⊂ E donc :

d = min{k ∈ N, (f (0), . . . , f (k)) liée} ≤ r

Comme d minimal, on en déduit que f n’est solution d’aucune EDL
d’ordre strictement inférieur. D’autre part, ∃(a0, . . . , ad) ∈ Cd un vecteur
non nul, tel que adf

(d) =
d−1∑
k=0

akf
(k) 6= 0. En particulier, ad 6= 0 dont quitte à

normaliser on peut supposer ad = 1. f est donc solution d’une EDL homogène
à coefficients constants d’ordre d.
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Réciproquement, si f est solution de u(d) =
d−1∑
k=0

aku
(k) alors ses translatées

aussi, donc E est inclus dans l’espace des solutions de cette EDL, qui est de
dimension d. On en déduit en particulier que r ≤ d, d’où l’égalité annoncée
dans l’énoncé.
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