Fonctions Usuelles

Léo Gayral

Questions de Cours.

— Théoreme des valeurs intermédiaires,

— Théoreme de la bijection monotone,

— Limite de f: x — z et f" en 0 en fonction de a,

— Monotonie d'une somme de fonctions monotones,

— Domaine de définition de = + %, tableau de variations, minimum, allure du graphe.

Exercice 1.

1
1

Calculer la dérivée de f(z) = (iiﬂ)
Correction 1.

+1
-1

La fonction y yi est définie sur R™, dérivable sur R**. Par composition, la fonction f
est donc définie sur |[—oo, —1] U |1, 00|, dérivable ailleurs qu’en —1. Sa dérivée est :

F@) = Lx <x3+1>i y |:3x2(z3—(1)—3m2(x3+1)

La fonction ii est définie sur R\{1}; elle est strictement positive sur | —oo, —1]U]1, ool.
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Exercice 2.

Soient f :x — /z(x — 3) et g : x +— /5 — 3z. Donner leurs domaines de définition, puis
résoudre f(x) = g(z).

Correction 2.

Le polynome z(z — 3) est scindé, a racines simples, de coefficient dominant positif. Il est
donc positif sur | — 0o, 0] U [3,00][, ot f est bien définie. Le polynéme 5 — 3z est positif
lorsque =z < g, donc g est définie sur }—oo, %} Comme 0 < g < 3, on cherche donc a
résoudre f(z) = g(x) sur R, 'intersection des domaines de définition de f et g.

Sur ce domaine, comme z — 2 réalise une bijection sur R*, il est équivalent de résoudre
z(x — 3) = 5 — 3x, donc x* = 5. Autrement dit, la seule solution de f(x) = g(x), dans
I'intersection de leurs domaines de définition, est © = —/5.



Exercice 3.
Soient f :x — (x — Dz(zx + 1) et g : z — +/In(z). Quel est le domaine de définition
maximal de go f7?

Correction 3.

La fonction In est positive sur [1,00[ et /@ est définie sur Rt donc, par composition, g
est définie sur [1, ool

On connait les racines et le coefficient dominant du polyndéme f, donc son signe. f est
positive sur I = [—1,0] et J = [1,00[. Sur I, on sait que 0 < xz+1 < 1,et 0 < z(x—1) < }U
donc f < }1, on ne peut définir go f sur I. Sur J, on a f(z) = x (#* — 1). La fonction est
positive, strictement croissante, donc par théoreme de la bijection monotone, il existe un
unique réel 0 > 1 tel que f(0) = 1, et alors f(x) > 1 si et seulement si z > . Le domaine
de définition maximal de g o f est donc [6, co].

On n’est pas capable de calculer la valeur exacte de 6 avec les outils mathématiques
dont on dispose, mais on peut en exhiber un encadrement. En effet, sur J, on sait que
f(x) > 2* — 1, donc, sion a x € J tel que 2> —1 =1, f(z) > 1 donc x > 6. L'unique
solution de 22 = 2 sur J est z = v/2 donc 0 < \/5, et g o f est bien définie sur [\/5, ool

On peut pousser le raisonnement un cran plus loin. En effet, sur [1, \/5], domaine qui
contient 6, on a f(z) < V2 (2% —1). Si a x tel que 22 = 1 + \%, alors § > z. Donc

0> ,/1+ \/Li Numériquement, cela donne 6 € [1.3,1.42].

Exercice 4.
Résoudre I'équation #(**) = (2)* sur R**. Quel est la limite de ces fonctions en 07?

Correction 4.

Sur le domaine considéré, les fonctions sont bien définies, et on peut réécrire ’équation
sous la forme exp (2% In(z)) = exp (zln (z%)). Par bijection monotone, il est alors équi-
valent de résoudre 2” In(x) = zln (2”), or In (z*) = zln(x). Si = 1, on a une solution
évident au probleme.

Sinon, on peut simplifier en divisant par In(x), ce qui nous ramene a résoudre % = 22,
donc exp(z In(x)) = exp(zIn(2)), donc x In(z) = x1n(2). Comme x > 0, on peut simplifier
’équation en In(x) = In(2), ce qui donne enfin x = 2. On peut aisément vérifier que = = 2
est solution, essentiellement car 2* = 42. Les seules solutions sont donc 1 et 2.

On sait que zln(zr) — 0, donc par composition de limites, @) — 0 =1 et
x—0t z—0t
(x®)* — e’ = 1. Autrement dit, si on prolonge les deux fonctions par continuité en
z—0

0, on obtient un troisieme cas d’égalité, une troisieme solution a I’équation.

Exercice 5.

Soit f : x + (1+x) x In?(1+ ). Donner son domaine de définition. Etablir la majoration
f(x) < x?, chercher les cas d’égalité.

Correction 5.



La fonction f est définie lorsque In(1 + x) est définie, autrement lorsque x > —1. Pour
établir 'inégalité, sur le domaine de définition de f, on considere la fonction g(x) =

1"1—2 —1In?*(1+2). On veut maintenant établir g(x) > 0 et trouver d’éventuels cas d’égalité.

2z(l+a)—z? 21n(1+x)
(14=x)? 1+z
h(z) = 2% + 2z —2(1+x)In(1 + z), de sorte que ¢’ et h ont le méme signe sur le domaine

considéré.

. Posons donc

La fonction g est dérivable sur ce domaine, de dérivée

On aalors W'(z) =2(1+x+1—1In(l +z)). Or In(z) < 1+ 2z sur R**, avec égalité si et
seulement si z = 1, donc ici A’ > 0, h est strictement croissante avec un point d’inflexion
en x = 0. Or h(0) = 0, donc h et ¢’ sont strictement négatives sur | — 1, 0[ et strictement
positives sur R**.

On en déduit enfin que g admet un unique minimum en 0, avec g(0) = 0, d’ou le résultat
voulu.

Exercice 6.
Résoudre I'équation diophantienne ¥ = y*, avec (z,y) € IN* x IN*.

Correction 6.

Ce probleme d’arithmétique est en fait un probléeme d’analyse déguisé. Naturellement, si
x =y, on a une solution. Par symétrie des données, on peut désormais supposer x < y.
Si 2 = 0, on cherche & résoudre 0 = 0¥ = 3y = 1, sans solutions. Si z = 1, on cherche &
résoudre = x! = 1% = 1, sans solutions. On considére donc désormais 2 < z < v.

En passant au logarithme, on peut de fagon équivalente résoudre z In(y) = y In(z). Comme

. < 1 1 L ,
x > 0, on peut normaliser et chercher a résoudre In@) — % On s’intéresse donc désor-

mais a la fonction f: 1z — =

La fonction est dérivable sur [1,00[, de dérivée f'(z) = %I;(I) f'(x) est du méme signe

que 1 — In(z), une fonction strictement décroissante, qui s’annule en e. On en déduit,
par bijection monotone, que f réalise une bijection monotone entre [1,e] et [O, ﬂ, et
également entre [e, oof et |0, 1].

En particulier, si x > 3, alors z,y € [e, o0 donc f(x) # f(y) par monotonie. Si x = 2,
on aura une unique solution au probleme f(x) = f(y) avec y > e, pas forcément entier
a priori. Cependant, on constate que 2* = 42, ce qui donne donc 1'unique solution non
triviale au probleme.

On peut également avoir envie de comparer e” et ¢, pour jouer avec la fonction f. Comme
JIRT . , . 1 I
e réalise le maximum de f, on a nécessairement @ 7

%, donc €™ > ¢, et on a plus
largement e* > 2¢siz > 1 et x # e.



