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1 Topologie générale

Définition (Topologie sur X)

T C P(X) lensemble des ouverts vérifie :
— 0, XeT
— T stable par intersection finie
— T stable par union quelconque

Définition (Base d’ouverts de (X, 7))
B C T tel que tout ouvert O € T s’exprime comme union d’éléments de B

2 Espaces vectoriels topologiques

Définition (R-espace vectoriel topologique (E,T,+))
(E,+) un espace vectoriel tel que :

— (z,y) — z+y et (A, z) — Az continues selon T

— FE séparé (z # y = existence de voisinages disjoints)

Remarque

On admet les points suivants :
— Va € E,{x} est fermé
— Par translation, 7 est déterminé par les voisinages de 0
— FE séparé < {0} fermé

Définition
Dans ce cours, L(FE, F') = {f : E — F linéaire continue}



E* = L(E,R) est le dual de E
TN = sup [T (2)l|r

zeB ||z]|p=1

3 Complétude implique continuité

Un Banach est un evn complet

Définition (Borne ponctuelle de & C L(FE, IF))
Vo € E,sup|[[o(x)][r < o0
ped

Définition (Equicontinuité de ® ¢ L(E, F))
sup [|[¢]]] < oo
ped

Théoréme (Banach-Steinhaus)
Soient £ un Banach, F' un evn, & C L(E,F) :
® est ponctuellement bornée < P est équicontinue

Corollaire

Soit (T,) € L(E, F)N :

Sive e E,Ty(x) — T(x)€F,

Alors T € L(E,F) et Vx € E,Vx,, — z,T,,(z,) = T(x).

Théoréme (formulation faible de Banach-Steinhaus)
Remplacons le Banach E par un evt complet muni d’une distance invariante
par translation.
On a équivalence entre les propriétés :
— Yx € E,YW(0) C F,3t > 0,Vp € O, p(x) € tW
— YW(0) C F,3V(0) C E,Vop € ,0(V) C W

Théoréme (Application ouverte)

Soient F et F des Banach, T € L(E, F).

Si T est surjective, alors T" est ouverte (I'image d’un ouvert est un ouvert).
Si de plus T bijective alors T~! € L(F, F) est continue.

Théoréme (Graphe fermé)

Soit T': E — F linéaire :

T € L est continue < son graphe I' = {(z,T(z)),z € E} est fermé dans
ExF

Remarque

Pour un evt E' :

E métrisable < E métrisable par une distance invariante < 0 admet une
base dénombrable de voisinages



Remarque (Suites de Cauchy topologiques)
() de Cauchy sur un evt vérifie :
YV(0) € T,3IN € N,Vm,n > N, (z,, — x,) € V(0)
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4 Evt localement convexes

Définition (Evt localement convexe)
E est un evtle si 0 admet une base de voisinages convexes.

Remarque

Soit p : E — R une semi-norme. Comme p (z + Ay — z)) < Ap(x) + (1 —
A)p(y), les boules pour p sont convexes.

Donc un evn est un evtlc.

Définition (Famille de semi-normes séparante)

(Pa)aca des semi-normes telles que N p;1(0) = {0}
acA

Théoréme (Equivalence entre convexité locale et famille de semi-normes

séparante)

Soit un espace vectoriel £ muni d’une famille de semi-normes séparante (p,).

Soit T = {'UI'ﬂJ fcjjl(Ua].), I quelconque, J; fini, U,, ouvert} la plus petite
USINISP

topologie qui rend les (p,) continues.

Alors (E,T) est un evtle.

Réciproquement, tout evtlec admet une telle famille de semi-normes séparante

dont la topologie T ci-dessus correspond a celle de I'evt.

Théoréme (Topologie induite par des applications)

Soit X un ensemble muni de la topologie qui rend continue une famille (f, :
X — Xa)aeA-

Alors :

geC(Z,X)eNVae A, f,ogeC?(Z,X,)

Ty S 2 SV, folz,) 23 fa(z)

Corollaire (Limites dans un evtlc)

E un evtle, (p,) sa famille de semi-normes.

T LN TS Vo, po(t, —x) =0

Proposition

Soient (E,pa), (F,qp) des evtlc et T': E — F linéaire.

T € COE,F) & V3,3C > 0,3n € N,3() € A",Vo € E,q3(T(x)) <
C' x max po,(z)



5 Espace de Fréchet

Définition (Espace de Fréchet)
E un evtle qui possede une famille de semi-normes séparante dénombrable.

Théoréme (Hahn-Banach)

Eunev, p: E — R est sous-additive (p(x+vy) < p(x)+p(y)) et positivement
homogene (VA > 0,p(Az) = Ap(z)).

Soit f une forme linéaire sur F' un E-sev telle que Va € F, f(x) < p(x). Alors
f se prolonge en une forme linéaire f sur E et f < sur E tout entier.

Corollaire

Soit E' un evtlc : son dual E* sépare les points (Vo # y,3f € E*, f(x) #
f(W).

Soit E un espace de Banach : Vx € E|||z||[p = sup  f(x)

JeE~ |[If1lI=1
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6 Aspects géométriques

Théoréme (Théoreme de Hahn-Banach géométrique)
Soient A et B des convexes non vides, disjoints, dans I'evtlc E.
Si A est ouvert, alors 3¢ € E*\ {0}, sup¢ < i%f ¢.

A

Si A compact et B fermé, alors 3¢ € E* \ {0}, sup ¢ < iréf 0.
A

Proposition
E un evtle, F' un E-sev : F dense dans E < V¢ € E*, (¢(F) =0= ¢ =0)

7 Krein-Milman

Définition

Soit K C E quelconque :

S C K est extrémal dans K si Vo € S, Vy,z € K, x €ly;z[= y,z2 € S.
En particulier, x € K est un point extrémal lorsque {z} extrémal.

Théoréme (Théoreme de Krein-Milman)
Soit K compact convexe dans un evtle E. Alors K = Conv({z € K point extrémal}).
(adhérence de I'enveloppe convexe des points extrémaux)




8 Dualité

Définition (Topologie faible)

Soit (E,T) un evtle : f € E* : pg(x) = |f(x)| définit une semi-norme sur E.
La famille séparante (ps)sep~ définit une nouvelle structure d’evtle sur E,
notée o(E, E*).

Les voisinages de 0 sont engendrés par les {z € E, |f(z)| < a}.

o(E,E*) C T : la nouvelle topologie contient moins d’ouverts, elle ne rend
que les semi-normes ci-dessus continues.

En particulier, si f continue pour la topologie faible sur E, alors f continue
sur (B, 7).

Définition (Topologie préfaible, faible x)

Soit (E,T) unevtle : z € E : q.(f) = |f(x)| définit une semi-norme sur E*.
La famille séparante (¢, ),c g définit une structure d’evtlc sur E*, notée o(E*, F).
Les voisinages de 0 sont engendrés par les {f € E*,|f(z)| < a}.

Proposition

(E,T) un evtlc et E* son dual. On dispose des isométries linéaires canoniques
suivantes :

(E,o(E,E*))" = (E,T)*

(E*,o(E*,E))* = E
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Proposition
Soit E un evtle, ¢, 11...1, € E* des formes linéaires :
n

¢ € Vect(¢;) & '01 ker(1);) C ker(¢)

9 Topologie faible

Proposition
Si (x,,) converge faiblement vers z € E, alors (x,,) bornée et ||z|| < lim ||z,||

Remarque
dm(F)=c0 < o(E,E*) ¢ T

Théoréme
E un Banach, C C E convexe :
C' (fortement) fermé dans (F,T) < C (faiblement) fermé dans (F,o(E, E*))



Corollaire (Lemme de Mazur)
Si (x,,) converge faiblement vers z, alors € Conv({z,,n € IN}) (adhérence
forte).

10 Topologie préfaible

Proposition
(¢n) converge faiblement (sur tout « € E) vers ¢ € E*. Alors (¢,) bornée et

el < Lim |||

Théoréme (Banach-Alaoglu)
La boule unité fermée Bg- = {¢p € E*,|||¢||| < 1} est faiblement compacte.

Théoreme
Soit E un Banach : F séparable (famille dénombrable dense) < (Bg«, o(E*, E))
est métrisable.

11 Réflexivité

Remarque
Jg 1z — (¢ — ¢(x)) une isométrie injective de £ — E**.

Définition (Espace réflexif)
E un Banach réflexif si Jg surjective.

Remarque
E réflexif = o(E™, E*) = o(E, E*)

Théoreme
E réflexif & By = {z € E,||z|| < 1} faiblement compacte

Proposition

Soit £ un Banach (non nécessairement réflexif) : Bg« = JE(BE)U(E )

(adhérence préfaible dans E**)

Proposition
F un E-sev fermé : E réflexif = F réflexif

Proposition
E un Banach réflexif : si (z,) bornée alors elle admet une sous-suite faible-
ment convergente de limite z, € Vect(x,).



12 Uniforme convexité

Définition (Espace uniformément convexe)
E un Banach vérifie : Ve > 0, 30 > 0, Vz,y € Bg, ||z —y|| > ¢ = [|*¢]| <
1-9¢

Théoréme (Théoreme de Milman-Pettis)
FE uniformément convexe = F réflexif

13/10
13 Adjoint

Proposition

E et F des evtle, T' € L(E, F) continue. Alors T* : ¢ € F* — (¢poT) € E*
continue pour les topologies préfaibles.

Si de plus E et F' des Banach, alors ||T'||zz,r) = ||T*|| c(p+,£).-



14 Préliminaires aux distributions

Définition (Notations élémentaires)
Q) désigne un ouvert de R?
K CC Q signifie K compact de RY, K C
D(2) :={f € C>(N), supp(f) CC O} les fonctions test.
D () :=A{f € C>(Q), supp(f) C K}
D) = U Dr(®)
KCcQ

d
Soit & € N? : |a] = 3 a; et D% = 9{"...05%¢.
i=1
Dx(€2) un espace de Fréchet pour ||¢||nx = sup (||D@||oo.x)
a|l<N

Proposition
VO <r < R, 3¢ € D(RY), ¢(B(0,r)) =1 et supp(¢) C B(0, R).

15 Partition de ’unité

Théoréme (Partition de 1'unité subordonnée & un recouvrement)

Soit I' un recouvrement de €) par des ouverts :

() € DY, Vn e N, ¢, >0, Jw, €T, supp(,) C wy,

VK cC Q, {n €N, supp(v,) N K # 0} fini, Z}an =1 sur Q.
ne

Corollaire
VK CC Q,3¢0 € D(Q),p(K) = {1} et ¢(Q2) = [0; 1].

16 Distributions

Définition (Distribution sur D((2))

T e D) & T e L(DN),R), VK cC Q, IN € N,3C > 0, Vo €
Die(Q), [T(8)] < C x ||l lwx

On note N* l'ordre minimal sur K et Ok la constante optimale pour K et
NK fixés.

On note p < T, ¢ >p=T(9).

Définition (Ordre fini)
T € D'(Q) est d’ordre fini N si N = sup{Ng, K CC Q} < 0o (ordre au sens
large : sup < N < 00).



17 Convergence et topologie

On munit D'(€2) de la topologie d’evtle pour les semi-normes (1" — |T'(¢)|)gen()-

Proposition
T, converge vers T € D'(Q) < Vo € D(Q), T,(¢) — T(9)

n—o0
Définition (Distribution positive)
T € D'(Q) positive < Si ¢ > 0 alors T'(¢) > 0

Théoréeme
Toute distribution positive est une mesure positive y localement finie sur €2 :
T(¢) = [ ¢(z)du(z) et VK cC Q, 0 < p(K) < oo

Q

18 Deérivation

Définition
Soit f € LL () :

< Ty, ¢ >:= [ f¢ définit une distribution Ty € D’ d’ordre 1.
0

Définition
Soient T € D', o € N? :
< DT, ¢ >:=<T,(—1)l*ID*¢ > définit une distribution D*T € D'

Proposition
Si feCN(Q)C L. et |a] < N alors DTy = Tpay.

loc

Remarque
Si T, — T alors Vo, DT}, — D*T.

19 Formule des sauts
Soient Q =|ag; ap,1[C Ret ag < ay < ... < ap < apyr
Soient ¢; € C'([a;,ai1]), 1 <i<n, ¢g € C'(Jag,ai]) et ¢n € C([an, ani1])-

On définit f € LL.(Q) par f = ¢; sur Ja;, a;y1[. [ est dérivable sauf en un
nombre fini de points, on note f’ cette dérivée.

Alors (Ty) =Ty + E::l(cbz(az) — ¢i-1(a;)) X dq;-

20 Multiplication

Soient f € C®(Q) et T € D'.
< fT,¢ >:=<T, f¢ > définit une distribution f x T" € D’.

9



21 Support

Définition (Support de T' € D'(2))
Complémentaire de I'union des ouverts de €2 ou 1" s’annule :
T s’annule sur w C R? < Vo € D(w) € D(Q), T(¢) = 0.

Proposition

Si T s’annule sur une famille d’ouverts, T' s’annule sur leur union.
Incidemment, supp(7) est le complémentaire du plus grand ouvert ou T
s’annule.

Si ¢ € D(Q2) s’annule sur un voisinage de supp(7'), alors < T, ¢ >= 0.

Remarque
Si ¢ s’annule seulement sur supp(7’), on n’a pas nécessairement < 7', ¢ >= 0.

Définition
E'(Q2) C D'(Q) est I'espace des distributions a support compact.

Théoréme

Soit T € & : notons K’ = supp(T').

Alors 4C' > 0, Vo € D(Q), | <T,¢> | < O||¢||N,K’~

Il en découle VK CC Q, Vo € Dr(Q0), | <T,¢ > | < C||¢||n k-

Théoreme

Si supp(T') C {a} alors AN € N, J(ca)jaj<n, T'= X ca X D¥(0q).
la|<N
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22 Recollement

Définition
Soit w C Q ouvert : T} et Ty coincident sur w < Vo € D'(w), < T1,¢ >=<
T27 ¢ >

Proposition

(wi)ier un recouvrement ouvert de €.

Soient T; € D'(w;) des distributions telles que Vi, j € I, T; et T coincident
sur w; Nwj.

Alors AT € D'(2), Vi € I, T et T; coincident sur w;.

10



23 Convolution

Définition (Convolution fonction-distribution)

T € D'(RY), f € D(R?).

Tx f(x):=<T, f(x —o) >

SiT =T, alors T * f(z) = g * f(x) = [ g(y) f(z — y)dy.

Proposition

T x f € C®(R?) et DT * f) = (D*T) * f =T % (D*f).
On a linclusion supp(7T * f) C supp(T') + supp(f).

En particulier, si T € &'(RY), alors T x f € D(RY).

Théoréme (Densité des fonctions dans les distributions)
VT € DRY),3(fn) € (C)N, T, — T.

Définition (Convolution de distributions)
Soient T'€ D', M € &' des distributions :
<TxM,p>=<T, <Mop(x+e)>>
Si M =Ty, alors T x M = T,y

Proposition
Soient 7' € D'(R%) et M, N € &'(R?). On a les propriétés :
— Tx6y=T
— supp(T * M) C supp(T') + supp(M)
— ordre(T « M) < ordre(T") + ordre(M)
— DT % M) = (D°T) « M =T * (D*M)
— M« N=NxMe¢&
— (T«M)* N=T=x(Mx*N)

24 Solution fondamentale

Théoréme
Soit (c,) des constantes et T' une distribution telle que Y ¢, DT = dy.

Alors Vf € D(Q)), T * f est solution du systeme %caDaO;L =f
Remarque

On a aussi ce résultat pour f € £'(Q) et T« f € D'(Q).
Exemple (Laplacien)

—Au = — Zdjl O?u = f.

In(|z|)
2

En dimension d > 3, T =

En dimension 2, T' =

‘x|27d
d(d—2)x|B(0,1)|

11



Exemple (Equation de la chaleur)

u — Au = f.

. . e 4t
En dimension 1 (en espace), T'(t,z) = Wil
Exemple (Equation des ondes)
0?u — 02u = 0.
o<t

En dimension 1 (en espace), T'(t,x) =

12
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25 Transformée de Fourier

On définit la transformée de Fourier de f € L' par Ff(§) = \/2%1 [ e % f(z)dx.
Rd

On peut prolonger cette application en transformée de Plancherel sur L2.

Définition (Espace de Schwartz)
S(R%) = {f € C>* a décroissance rapide}
f a décroissance rapide < VN € N, sup sup ((1 + |2)N x |D°‘f(x)|) < 00
|a|<N zeR4
Ca,N

De fagon équivalente, Voo € N4 VN > ||, 3Cy N, |Df(x)| < iR

Proposition

S est stable par somme et produit interne, par dérivation, par multiplication
par un polynéme.

D(RY) est dense dans S pour la topologie d’evtlc issue des semi-normes.

La transformée F est un isomorphisme linéaire continu sur S (F (0 f)(§) =

i&e x Ff(E)).
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26 Distributions Tempérées

Définition (Distribution tempérée)

T € D'(RY) vérifie :

IN €N, 3C > 0,9 €D, | <T,¢>| < Cx sup ([|(1+ [z))N x D*6(x)||sopa)-
la|<N

Proposition

Par densité, T' ci-dessus s’étend a l'espace S, T' € S” (dual topologique).

Réciproquement, si T' € S” une forme linéaire continue sur .S, alors T'|p(gay €

D’ une distribution tempérée.

Proposition
S’ est stable par dérivation et multiplication par un polynéme.

Remarque
Si f € L}, & croissance polynomiale, en particulier si f € L', alors Ty € S’
Si supp(T') est compact, alors T' € S’

13



27 Transformée de Fourier (bis)

Définition
Soitue S : g < Fu,¢>g=g<u,Fo>g déﬁnitjne distribution dans S’.
On peut faire de méme pour la transformée inverse Fg(¢) = ﬁ [ e“"g(x)dx.

Proposition (Cohérence)
Si fe L', alors F(Ty) = T(ry).

Théoréme
F un isomorphisme sur S’ et (F)~! = F.

Théoreme
Soient T'€ S" et U € &' :
— TxUed
— FU est la distribution d’une fonction f € C*

— F(T#U) =v2r'f x FT = 20" FT x FU

Remarque
F(O,T) = i¢e x F(T)

28 Topologie de D())

Soit K CC Q: Ny(¢) = sup ||D0||oo.xc-

lo|<n

Dk () est muni d’une structure d’evtle par les (IV,,)nen-
On munit D de la topologie qui rend les injections D — D continues.
g ={V C D(Q) convexe, V = =V, VK CC Q,V N Dk ouvert de Dk} les
voisinages de 0.
T= U (¢+V) la topologie sur D qui en découle.

$€D(Q)
Proposition
(D(Q2), 7) est un evtle.
by =3¢ & IK CC Q¢ €Dk, VneN, ¢,Dk, et ¢, —5 ¢
D'(Q) est le dual topologique de (D(£2), 7).

14
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29 Espaces de Sobolev

Soient par la suite un ouvert Q C R4 k € N et p € [1, 0]

Définition (Espace de Sobolev)
WkP(Q) .= {T € D'(Q), V|a| <k, v, € LP(Q), D°T =1T,,}.
C’est un sous-espace vectoriel de D'.

Remarque

Pour u € LP associée & T € WHP on note O;u € LP associée & 0,T et
D%u € LP associée a DT

Par la suite, on considere alors indifféremment la distribution 7" et I'applica-
tion w.

Remarque
T € D'(Q) correspond a une application LP(§2) < 3C > 0, V¢ € D(QQ),| <
T,¢>|<C x|

Définition

3=

Soit u € WHP(Q) : on définit la norme ||ul|yr.nq) = ( > HDQUHJZP(QJ :
lof <k

Proposition
Avec les normes précédentes, on a les injections 1-lipschitziennes :

WHELP(Q) s WFP(Q) = (...) — WOP(Q) 22 LP(Q)

Proposition
ng’p(Q), ||.||Wk,p(Q)> est un Banach.
i de plus :
— p < oo : alors il est séparable.
— 1 < p < oo :il est réflexif.
— p = 2 : c’est un Hilbert.

Remarque
Ces résultats découlent de l'isométrie u € WP s (D) <k € (LP)Tx.

Proposition (Approximation de 'unité sur R¢)
Soit p € D(R?) tel que [ p = 1. On pose p,(x) = n?p(nz).

Alors si p < oo et u € WEP(RY), on a u, = p, xu € W*P et u, :;—Z u.
De plus, supp(uy,) C supp(u) + supp(pn).-

15



Proposition
Soient €)' C € :

— u € Wk’p(Q) = u|Q/ (- Wk’p(Q/)
— u € WkP(QY) a support K compact = La prolongation de u par 0 est
o€ WhP(Q)
— u € WFP(Q) et ¢ € Ch(Q) (dérivées bornées) = ¢ x u € WrP(Q)
— u e WkP(Q) & ue WP et V1 < j <d, ue Wk1r(Q)
Théoreme

Soit p < 0o : C°(Q2) N WH*P(Q) est dense dans WHP(Q).

Proposition

Soit p < 0o : D(RY) dense dans WHP(RRY).

Définition
Si k> 0etQ+#RY alors on n'a pas densité ci-dessus.
On définit alors WgP(Q) = D(Q) € Wh2(Q).

30 Prolongement

Proposition
Soient €' C € :
uwe WiP(Q) = @ e Wi (Q)

Remarque
Si u € WkP(Q') & support non compact, a priori, @ ¢ W*»(Q).
Définition
Ri =R¥&! x Rt = {(xlxd) S Rd,xd > 0}
Proposition
Soit u € WFP(RL) :
u € WyP(RL) < @ € Whe(R?)
Théoréme (Prolongement de Babitch)
Soit p < co. On définit P : WHP(RZ) — WHP(R?) linéaire continue par :
k
Pu(z!,xq) = (@', xq) si g > 0 et Pu(z’,zq) = X a;j x u(a’, —j X x4) si
j=1
Tg < 0.
Ou (a;) est 'unique solution du systéme de Vandermonde : VO < n < k —

k
L X (—j)"a; = 1.
j=1

Alors Pu est une prolongation de u : PU‘Ri = u.

16



Corollaire

u € WHP(RY) — ulga € WFP(RL) est surjective, et admet un inverse a
+

droite.

24/11

Remarque
On a le méme résultat pour P: W*?(BT := BNRY) — WhP(B).

Théoréme
Soit © un ouvert borné tel que 9 une sous-variété C* (de dimension d — 1).
Alors 3P, q : WEP(Q) — WHP(RY) linéaire continue telle que Pulg = u.

Corollaire
Soit © ouvert borné & bord C* :
{fla, f € D(RY)} dense dans WkP(Q).

17



31 Injections de Sobolev

Proposition

Soient E et F' deux D'(R%)-sev, (E, |.|g) et (F,|.|r) des Banach qui s’injectent
continument dans D’.

Si E C F une injection continue, alors 3C' < oo, Vu € F, |u|r < Clu|g.
Réciproquement, si Yu € X C ENF, |u|lp < Clu|g (avec X dense dans les
deux Banach), alors £ C F.

32 Cas p>d

Définition (Fonctions a-holderiennes)
C*(Q2) = {f : 2 — R bornée, sup (M) < o0}

:E;ﬁyeﬂ ‘x_y‘a
Proposition
Soit [[fllee = [/l + sup_ (L2=1).
TAYEQ

(C*,||-|lce) est un Banach.

Remarque

Si a =0, C* les fonctions bornées.

Sia =1, C* les fonctions lipschitziennes.
Sia > 1, C* les fonctions constantes.

Théoréme (Théoreme de Morrey)
Soit Q = R4, Ri ou bien un ouvert a bord C*. On fixe d < p < 0.
Alors WHP(Q) C C*(Q) pour a =1 — % €]0, 1].

Lemme

Posons f f := ﬁ [ f la valeur moyenne de f sur E.
E E

Alors Vr > 0, 3C < oo, Yu € W'P(RY), Vo € RY, Yy € B(z,r), [u(z)— f u

B(z,r)

<

C x 1% < ||Vul| 1o (B(a)-

33 Cas 1<p<d

Théoréme (Injection de Sobolev)
On a l'injection continue W1P(Q) C LP"(Q) avec # =

SR L
&l

Remarque
Comme p < p* < oo et WP C LP par définition, alors Vp < ¢ < p*, WP C
L.

18
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Lemme (Lemme de Gagliardo)
d

Soient (F})1>;>q € L1 (RY). On pose F(z) := [] Fi(2;) avec x = (x1...24) €
=1

1=

]Rd et Zfz = (171...171‘_1,Ii+1...l'd) S Rdil.
d

Alors F' € Ll(]Rd) et HFHL1 < H HEHLd—I(Rd—I).
i=1

34 Cas limite p=d

Théoréme

On a l'injection continue WH(2) C (Co(2), ||-|]0)-

Pour d > 2, W4 ¢ L* (on n’a pas d’injection).
Vq € [d, o[, W4(Q) C LY(Q).

19



35 Injections Compactes

Définition (Injection compacte)
Soient 7 : X < Y une injection continue entre deux Banach. o
i: X <= Y est compacte < By relativement compact dans Y (Bx compact).

Remarque
Dans le cas ou Y (et donc X) est séparable (famille dénombrable dense), de
fagon équivalente :

V(z,) € XN bornée, Jy € Y, Zo(m) > .

Lemme (Lemme de Riesz)
L’injection X C X est compacte < dim X < oo.

Théoréme (Cas p>d)
L’injection continue de Morrey ci-dessus n’est pas compacte.

WhP(Q) € CP(Q) est compacte < Q borné, et < 1 — %.

Remarque (Cas p<d)
Si Q borné et g < p* alors WHP(Q) C L(2) compacte.

20



36 Cas fractionnaire, W*” avec s ¢ IN

Remarque (Cas k € IN)

HFRY) = WhARY) = {u € L2, /1 + €2 x (Fu)(€) € L2} = F-! (,/1 e x ]—"(L2)>

P (TR x 2)

Définition -

Soit s € R, on pose H¥(R?) = F~! <\/1 + €2 x Lz) C S'(RY).

Proposition

H* est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < u,v >= [ (14¢|*)* x
R4

Fu(§) x Fu(§)E.

On a [[ulls = [|y/T+ € x Ful|.

Remarque

D(RY) est dense dans S’ donc dans H*.

Proposition

s — H?* est décroissante pour l'inclusion.

Cette définition des H® coincide avec la remarque initiale sur les H*. En
particulier, H® = L2.

Il en découle H* C L? lorsque s > 0 (et inversement).

Définition
Hy(Q) = {u]o, v € Hy(R%} un Hilbert, muni de la norme ||u||gs@) =
inf ||'U| Hs(R4)-

’UEHS(Rd), U|Q:

Proposition
Soient k € IN et Q est RY, Ri ou bien un ouvert a bord C*.
On a Pégalité H*(Q) = W2(Q) et I’équivalence entre les normes ||.||x et

IRIF%EE

37 'Trace

Définition (Trace sur les applications continues)
On définit o : f € Co(R?) — f(e,0) € Co(R4™) la trace, linéaire continue.
En particulier, on s’intéresse par la suite a la restriction vy : S(RY) —

S(RI1).
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Théoréeme

1
Soit s > 1. 7o s’étend de manitre unique en v : H*(R?) — H* 2(R%!) un
opérateur de trace linéaire, continu et surjectif.

Remarque
On peut généraliser les résultats précédents a ]Rﬂlr puis a un ouvert borné €2
a bord suffisamment régulier.
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38 Théorie Spectrale

Par la suite, E et F' des Banach complexes.

Définition (Ensemble résolvant et spectre d’un opérateur)

Soit L € L(E).

p(L) :={Ne€ C, A\xIdg— L € L(FE) bijective (donc bicontinue)} I’ensemble
résolvant de L.

o(L) = C\p(L) le spectre de L.

Proposition
o(L) est un compact non vide de C.

Définition (Opérateur Compact)
T € L(E,F) est compact < T'(Bp) relativement compact dans F, c¢’est-a-
dire : N
Ve >0, AN € N, Jy..yy € F, T(Bg) C U Br(y;,€)
i=1

On note K(E, F') ’'ensemble de ces opérateurs compacts.

Proposition
Soit T € L(E, F) :
— T de rang fini = T est compact.
— T compact et im(7T") fermé = T de rang fini.

Proposition

On a les résultats suivants :
— K(E,F) C L(E,F) un sev fermé.
— En composant les applications, ona L(G, H)K(F,G)L(E,F) C K(E, H).
— K(F) est un idéal bilatere de (L(E),+, o).

Définition
Soit AC F: At :={¢p € E*, Yz € A, ¢(z) =0}
Soit BC E* : t1B:={x € E, V¢ € B, ¢(z) =0}

Théoréme (Théoreme de Schauder)
Soit T'€ L(E,F) (et T*:¢p € F*+— ¢poT € E¥).
T € K(BE,F) & T* € K(F*, E¥)

39 Alternative de Fredholm

Théoréme
Soit T € K(E) :
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— dim ker(Idg —T') < o0
— im(Idg — T) fermée, de codimension finie.
— Si Idg — T injective, alors Idg — T surjective.

— dim ker(Idg — T) = codim im(Idg — T

Définition (Opérateur de Fredholm)
L e L(EF) tel que :
— dim ker(L) < oo
— im(L) fermée
— codim im(L) < oo
On pose ind(L) = codim im(L) — dim ker(L) € Z V'indice de L.

Remarque
T € K(E) = T de Fredholm, ind(T") =0

15/12

Lemme
Soient F'C E un sev ferméet x ¢ F': 32’ € (x + F), ||2'||g <2 x dg(x, F)
(et par définition d(z, F') = d(«', F)).

Théoréme (Alternative de Fredholm)
Soit T € K(E) :
(WeFE, ueFE u—Tu="b) < (zr=Tr < x=0)

40 Spectre d’un Opérateur Compact

Théoréme
FE un Banach de dimension infinie, 7" € K(F) :
— 0eoa(T)
— Si A € o(T), A # 0, alors A valeur propre de T de multiplicité
dim ker(AMdg —T) < o0
— Ve >0, o(T)\B(0,¢€) est fini, d’ou o(7T) au plus dénombrable.

Remarque
0 € o(T) n’est pas nécessairement valeur propre, 7" peut étre injectif.
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41 Algebre de Banach

Définition (Algebre de Banach)
A est une C-algebre unitaire normée, telle que (A, ||.||) un Banach, ||1]| =1
et [[zyl] < |l=[] < {lyll

Proposition
Size Aet ||z]] <1, alors :

— > 2" converge normalement
i=0

— (a2 x(1—z)=1
— (1 —x) e A"

Corollaire
Ve € A, Bz, H—in) C A donc A ouvert.

Proposition
Sur A%, (z a7 1) e

Proposition
On a les résultats suivants :
— Sur A%, (z—27') €
— Solent z,y € A: U :={z€C, (z+ zy) € A*} C C ouvert.
— Soit ¢ € L(A,C) : z € U ¢((x + zy)~') € C un holomorphisme.

Définition (Spectre de = € A)
oalz) ={2€C, (z—2x) ¢ A"}

Proposition
Vo € A, o4(x) compact non vide de C.

42 Rayon spectral

Définition (Rayon spectral de = € A)

palr) = max |z
z€0.A(T)
Proposition

. nnl
pa(z) = lim [|z"[[n
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43 Opérateurs Adjoints et Normaux

Proposition (Opérateur Dual)

Soient H un Hilbert et T' € L(H) : 3'T* € L(H), Yo,y € H, < T,y >=<
x, Ty >.

T +— T* est antilinéaire : (A\T')* = X x T*.

Remarque
(L(H),o,|||-]||) est une algebre de Banach non commutative.

Définition
T autoadjoint : T'=T"*
T normal : TT* =T*T

Proposition
T autoadjoint = o(T) C R

Proposition
T normal = p(T) = ’HTH‘

Théoréme

Si T € K(H) est normal, alors :

3(h,,) une base orthonormée (dénombrable) de H formée de vecteurs propres
de T'.
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