Processus de branchement et populations structurées

Léo Gayral

Ces notes sont basées sur le cours de Vincent Bansaye.
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1 Arbre de Galton-Watson

1.1 Processus de Galton-Watson

Définition 1 (Processus de Galton-Watson) :
iid

Soit L une mesure de probabilité sur IN. Considérons (L;y), ,cn ~ L-

Zn,
On pose alors Zy = 1, et Z,11 = > Ljp.
i=1

Lemme 2 :
Supposons m = E[L] € R™. Alors le processus W,, = % est une martingale positive, donc

converge presque-siirement vers une limite W.

Lorsque la population s’éteint en temps fini, pour w € Q fixé, on a naturellement W(w) = 0.
Il est 1égitime de s’intéresser a la réciproque, a une condition sur L sous laquelle, sous 1’événement

{W =0}, la population s’éteint p.s. en temps fini.

Proposition 3 :
Soit G(s) = E[s"], définie sur [0,1], la fonction génératrice de la loi L.

Alors la probabilité d’extinction pe,y = P(In € N, Z,, = 0) est le premier point fixe de la
fonction G sur [0, 1]. En particulier, pe,; = 1 ssi m < 1 ou bien m = 1 et L # ¢;.

Démonstration. Voir mon développement d’agrégation. [

1.2 Transformation de Lamperti

Remarque 4 :

n—1
Posons A,, = > Z; la population apres n générations. En particulier, on a A, = lim A, la
k=0 n—00

population totale. On a extinction en temps fini de la population ssi A, < oo.

Définition 5 :
On définit le processus S indexé sur [0, Ax] = || [An—1, A4,], initialisé en Sy = 1, puis
nelN
vérifiant Sky1 = Sk + Li—a, 41, — 1 pour tout A, <k < A,41.
Le processus S correspond a une exploration en largeur de 'arbre de Galton-Watson, Sy

étant le nombre de descendants directs du sous-arbre apres k sommets visités.




Théoréme 6 :
On a Sy, = Z,. En outre, le processus S est une marche aléatoire sur Z, de pas L — 1, tuée

a son premier passage en 0.

Démonstration. Naturellement, Sy = 1 = Z;. D’autre part, par récurrence :

An+1_1 Zn
Stns =Sant+ D Sey1— Sk =S4, + > Lin—1= 54, + (Zns1 — Zn) = Zui1.
k=A, k=1

Le premier point est ainsi vérifié.

On peut vérifier que S se comporte bien comme une marche aléatoire de pas L — 1 jusqu’au
rang A... En effet, a chaque étape, on choisit un indice aléatoirement, puis on ajoute une variable
de loi L—1 indépendante de I'indice en question dans tous les cas. Quitte a prolonger ce processus,

on obtient bien une marche aléatoire Y.

Le seul point a justifier est que A, est le premier passage en 0 de Y. D’une part, lorsque
Ay <oo,onaunrang N =inf{n € N, A1 = A,,} = inf{n € N, Z, = 0}, donc on a I'égalité
Sa,., = Say = Zn = 0. On a donc bien passage en 0 au temps A.,. Reste a justifier que c’est

bien le premier passage en 0.

Aux instants A,, pour n < N, on a naturellement S4, = Z,, > 0. En outre, entre A,, et A,.1,
on part de Z,,, on effectue Z,, étapes, et S peut diminuer d’au plus un cran a chaque étape, donc

on ne peut pas atteindre 0 avant l'instant A, . O

Corollaire 7 :
On a extinction de la population en temps fini ssi A,, < oo, ssi S visite 0. Dans le cas m =1,
le processus S est une marche aléatoire centrée, non constante des que L # d;, donc c’est une

marche récurrente, et on retrouve ’extinction p.s. de la population dans ce cas.

2 Construction spinale

2.1 Définitions

Définition 8 :

Soit 7= J (IN*)". On peut voir 7' comme un arbre infini, ot chaque sommet a une quantité
nelN
dénombrable de descendants.

Un individu u est ancétre d’un élément v si c¢’est un préfixe, ce qu’on note ici u < v.

La profondeur d’un sommet u dans l'arbre est sa distance a la racine, la longueur du mot

notée |u|. On dit que |u| est la génération de l'individu w.




Définition 9 (Arbre) :
Un arbre est une partie t C T :
— stable par préfixes : si v € t et u < v, alors u € t,
— ordonnée a chaque génération : si uk € ¢t pour un entier k& € IN*, alors pour tout 1 < k' < k,
on a uk’ € t.
Etant donné un arbre ¢, on notera g, = tNIN" sa n-iéme génération. Etant donné un individu

u € t, on notera k(u) = max{k € IN*, uk € ¢t} son nombre de descendants.

Définition 10 (Arbre de Galton-Watson) :
iid

On considere les variables aléatoires (L(u)), . ~ L, la descendance de I'individu .
On pose Gy = ¢, et G, = {uk, u € Gy, k < L(u)}.

L’arbre de Galton-Watson associé est alors 7 = | | G, C T
kEN

Lemme 11 :
Par construction, Z, = |G,| est un processus de Galton-Watson.
2.2 Construction spinale

L’idée de cette construction est d’isoler, a chaque étape du processus, un individu qui se reproduira

selon une loi L biaisée par le nombre de descendants.

Définition 12 (Loi d’un individu typique) :
Soit pr, = P(L = k). On pose L la loi définie par pj, = £ py.

On pose alors les variables (En) ST

Définition 13 (Construction spinale) :

On construit un arbre A | | V,, € T par induction, en choisissant un individu E,, € V,
nelN
aléatoirement comme suit. Partons de la racine V = {¢}, et naturellement Ey = .
A la génération n, on isole 'individu FE,, € V,, pour qu’il se reproduise selon la loi Z, les

autres individus suivant alors la loi de reproduction L. Formellement :

Vi= |J fok1<k< L(v)}U{Enk, 1<k< Zn}.

vEVR, v#£Ey,

On choisit en particulier £, 1 uniforme parmi la descendance de E,,, autrement dit £, = E, K,
avec K, ~U ( Hl, Zn]D indépendamment de tout le reste.




2.3 Résultats

Définition 14 (Arbres tronqués) :

Soient 7, = |J Gy et A, = |J Vi les arbres tronqués a la génération n.
k<n k<n

Lemme 15 :
Soient ¢ un arbre de profondeur n, et e € g,(t). Alors P(4, =t,E, = ¢) = L P(7, = 1).

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur la profondeur. Naturellement, au rang
n = 0, les deux termes sont égaux a 1.

Supposons le résultat vrai au rang n, et fixons un arbre ¢’ de profondeur n+1, et €’ € g,,41(t').
Soient ¢t = ' N (U IN k) la restriction de ¢’ aux n premieres générations, et e € g,(t) = g,(t') le
k=0
pere de €. Par construction de (A, E), on a alors :
P(An+1 = t,7 En+1 = el) = P(An = t, En = e) X IP(An+1 = t,, En+1 = 6/‘14” = t, En = 6)
= POSOp(A, =t By =€|A, =t, B, =¢).

Reste a étudier le terme de droite. Comme A, et E, sont fixés, on a juste a étudier ici la

probabilité que chaque élément u € g, (') ait le nombre k(u) d’enfants souhaités :

P(Apsr =t Eppr = €/|Ay =t By =¢) = P(Apsy =t|A, =1, E, = e)

X IP(En+1 = €|An+1 = t/, ETL = 6)
- [T Prw X Dree) x ﬁ
UEGn, uFe
= % [1 Pk(w)
uUEGn

= %IP(T”H =tr=t),

d’ou le résultat souhaité au rang n + 1. ]

Théoréme 16 :

Soit U,, ~ U(G,) indépendante du reste. Alors pour toute fonction F': P(T) x T — R :
E[F(1,, U,)W,] = E[F(A,, E,)],

ou W, = % est la martingale introduite précédemment.

Démonstration. Notons T}, ’ensemble des arbres finis de profondeur n. Naturellement, par le




lemme, on a :

E[F (7, U)W, = S 3 P(r, =t,U, =€) x F(t,e)lnld)

te€Ty e€gn (t)
gn (1)

= 3 Y P(r=1) x o lo x F(t,e) 22t

t€Ty e€gn(t)

= > > LP(r,=t)x F(te)

teTy e€gn(t)
= > > PA,=tE,=¢e)F(te)
teTy e€gn(t)

= E[F(A,, E,)].

Corollaire 17 (Application du théoréeme) :
Supposons ici que la limite de la martingale, W, est a valeurs dans R™. Ceci implique en

particulier que la population ne s’éteint jamais, que py = 0.

Soit F}' = %#{u < U,, L(u) = k}. la proportion d’ancétres de U,, qui ont eu k enfants. Alors
on a la convergence en probabilités F}! N Dk
n—oo
Démonstration. Soient € > 0, et la fonction Fy .(t,e) = ]l’%#{uetyu@’k(u):k}_ﬁk|2€. Pour montrer

la convergence annoncée, il suffit de montrer que pour tout ¢, Fj(G,, U,) converge vers 0.

Si on considere Fj .(A,, E,), on s’intéresse juste a I’écart entre une moyenne empirique sur
n échantillons sous L et la vraie moyenne, donc par la loi des grands nombres, Fy (A, E,)

converge p.s. vers 0, donc dans L' par convergence dominée.

1
On a Fy (7., U,)W, L 0, donc une convergence en probabilités. Comme par hypothese
W,, — W ne s’annule pas a la limite, on a finalement la convergence en probabilités de Fy, .(7,, U,)

vers 0. En particulier en fixant un rang 6 = % pour cette convergence en probabilité-ci :

1 1 ~
IP(Fk,E(Tn, U,) > 5) = P(’ﬁ#{u € Tn, u < U,, L(u) =k} — px

26)—>0,

d’ou la convergence annoncée. ]
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3 Critére LIn(L)

Définition 18 (Processus de Galton-Watson avec immigration) :
Soient ([,,) iid, a valeurs entieres, indépendantes des (L; ).
Zn
On définit un processus de Galton-Watson avec immigration (GWI) via Z, 11 = > L p+1nt1.
j=1

Proposition 19 :

Considérons une famille de processus de Galton-Watson (Z (z) indépendants, ot ZJ(”,;L)

],n) X
j<n,zeN
est un processus partant de x individus au temps 7, observé au temps n. On peut alors réécrire

un GWI sous la forme Z,, = Zﬁg).

n
Jj=1

Proposition 20 :
Considérons I, = Zn_l —1,etY, = X, — 1, ou X est la population pour la construction

spinale. Dans ce cas, Y est un processus de Galton-Watson avec immigration 1.

3.1 Comportement de Y

Proposition 21 :

Conditionnellement a la valeur de I, le processus (%) est une sous-martingale, et on a

n
E[Xz|I] = 3 L& En particulier, ce résultat est vrai méme si les termes de I (et donc de Y') ne
m m

sont pas intéé;rables.

Démonstration. Soit (F,) la filtration canonique associée au processus Z. On a :

>

j=1

E[Y,1|Fn, 1] = g1 + E

Pt = o 32 D

j=1

ce qui conclut la preuve. O

Lemme 22 :
Soient (A,,) des variables positives iid.
1. Si A€ L', alors m%” =0ps. doncpour 0 <c<1l,ona Y ce" <oop.s.
nelN

2. Si E[A] = oo, alors lim 4= = 0o p.s., donc tout ¢ >0, ona Y c"e = oo p.s.
nelN



Démonstration. Pour le premier point, remarquons que E[é} < 00, donc en discrétisant cette

intégrale, > IP(% > n) < 00. Par Borel-Cantelli, on en déduit que m% < e. En particulier,
nelN

avec € assez faible, on a ce® et e'» < (ef)" & partir d’'un rang. On montre le deuxiéme point de
facon analogue. [

On rappelle qu’on travaille ici dans le cas m > 1, sans quoi il y a extinction de la population a

coup sur.

Proposition 23 :
Supposons £ [ln (E)] < 00. Alors (%) converge p.s. vers une variable réelle.

Sinon, si £ [ln (E)] = 00, alors le processus converge p.s. vers 400.

o0~
Démonstration. Dans le premier cas, par le lemme précédent, > % < 0o0. Comme m > 1, (#)
k=1
est sommable, et I = L — 1, donc la famille 3 4 < 0o p.s.
m
JEN
Conditionnellement a I, sous ’évenement précédent, le processus (%) est donc une sous-

martingale bornée dans L', d’ou la convergence p.s. vers une variable réelle positive.

On peut montrer 'autre cas de figure par un raisonnement analogue. ]

3.2 Théoreme de Kesten-Stigum

Lemme 24 :

Soit W la limite du processus de Galton-Watson normalisé (%)

n

Alors E[W] = P(lim 22 < co) = P(lim £2 < oo).

Nk
Démonstration. Soit F(t) qui vaut 1 ssi  sup #<:k ) < K. En utilisant la construction
n<k<n+p

spinale, on a E[F(T,4,)Wh+p] = E[F(A,+p)]. On peut le réécrire :

X
E|1 X Wtp —]P( sup —’;gK).
{ sup WkSK} n<k<n+p M

n<k<n+p

Le terme dans 'espérance de gauche est dominé par K par construction. Le terme de droite est

une intersection décroissante d’évenements. En passant a la limite p — 0o, on a donc :

X,
E|1 |14 :]P<sup—Z§K).
{sup WkSK} n<k M

n<k

Par convergence monotone croissante, quitte a approcher K par en dessous, on peut se ramener

a une inégalité stricte. On peut alors faire tendre n — oo a K fixé, ce qui par convergence



monotone décroissante, nous donne :
mk

B\ V] = IP(hm— < K) .

On fait finalement tendre K — oo par convergence monotone croissante, ce qui nous donne le

résultat voulu car W = lim W}, est fini p.s. O]

Corollaire 25 :
Si ]E[ln(f)} < 00, alors E[W] = 1.

Sinon, E[W] =0, donc W =0 p.s.

Remarque 26 :
Notons que E[ln@)] =S pn(k) =L Y kIn(k)pe = LE[LIn(L)].

k=1 k=1

Lemme 27 :
On a P(W =0) € {pest, 1}.

Démonstration. On va montrer que c’est un point fixe de la fonction génératrice, qui est une

fonction strictement convexe, ce qui conclura la preuve.

Z
mn+1

1 . .
Notons que W = 0 ssi lim WZ;ﬁ = 0 ssi im —=7 > 7" = 0. Chaque Z est un arbre de
=1

Galton-Watson indépendant des autres, enraciné en un des Z; enfants de l'origine. On a donc

W = 0 ssi, pour chaque tel arbre, % — 0. Par indépendance des Z; arbres :
P(W =0,2,=k)=P(Z = k)P(W =0)",

et donc en passant a la somme, P(WW = 0) = G(P(W = 0)). O

Théoréme 28 (Kesten-Stigum, 1966) :

Si on synthétise les résultats précédents, on a équivalence entre les propriétés :

1. {W=0}={3neN, Z, =0} ps.,

2. IP(W = O) = Deat,
3. E[W] =1,
4. E[LIn(L)] < oo.

3.3 Cas sous-critique

On considere ici le cas m < 1, ol pegr = 1.

10



Remarque 29 :

On s’intéresse dans ce cas a 'évolution de la suite (IP(Z, = 0)),, -

. P(Z,>0 Lo L fo
Notons que la suite (%) est décroissante. La décroissance se réécrit sous la forme :

1 —G"(0) < m(1 - G™(0))
autrement dit %ﬁ;(o))

dérivée de GG en 1 par convexité, égale a m.

< m, ce qui est vrai car la pente de cette corde est inférieure a la

, P(Zn>0
En conséquence, % —c > 0.

Théoréme 30 :

On a ¢ > 0 ssi E[LIn(L)] < oo dans ce cas.

3.4 Environnement aléatoire

Remarque 31 :

Soit (L°).cp une famille de lois de reproduction. Conditionnellement a des environnements

n

(en), on a naturellement E[Z,] = [] E[L]. On préserve en outre la propriété de branchement,
k=1

avec des sous-arbres indépendants de méme loi. En revanche, si I’environnement est aléatoire

et inconnu, ces arbres ne sont plus indépendants, puisqu’ils sont positivement corrélés par cet

environnement.

Lemme 32 :

Soit £ une loi sur E. Si on tire chaque environnement e,, ~ &€ de fagon iid, alors E[Z,] = m"

avec m = ]E[Lg].

Remarque 33 :
Il ne suffit pas de garantir m > 1 pour assurer la survie de la population. En effet, pour
prendre un exemple dégénéré, lorsque oy € E est un cas d’extinction, méme en étant fortement

compensé dans la moyenne, un seul tel événement suffit a la population Z.

Théoréme 34 :

Notons m(e) = E[Lf]. Supposons que L° # §, et que E[[In(m(€))|] < oo. Le processus

|
W, = —Z2— est une martingale positive, de limite W. Alors E[ln(m(€))] < 0 ssi pes = 1.
[T m(e;)
j=1

Lorsque pey: < 1, sous I’évenement de survie, la populaption tend vers l'infini. Si de plus
E [ln (Lgﬂ < 00, alors W = 0 ssi la population survit.

Démonstration. Traitons ici le cas E[ln(m(€))] < 0. Conditionnellement a un environnement

11




e = (e,), Par décroissance des événements :

k—1

P(Z, > 0le) = min P(Zy > 0le) < min B[Zyle] = exp <g1:1?2;1n(m(ei))> :
‘]:

On considere ici une marche aléatoire de pas In((€)), qui a un drift négatif, donc qui est transiente

vers —oo. En conséquence, P(Z, > 0le) — 0 p.s., d'ou P(Z, >0) — 0 par convergence

dominée. n

Remarque 35 :
Dans le cas sous-critique, ou E[ln(m(€))] < 0, la vitesse d’extinction dépend de 'entropie du
systeme. Plus précisément, si E[m(&) In(m(€))] < 0, alors P(Z,, = 0) ~ ¢;E[m(E)]". Sinon, cette

probabilité évolue a vitesse coy™, avec v := . ini ) E[m(&)?] < E[m(E)] non explicite.

12
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4 Populations structurées neutres

4.1 Définition

Définition 36 :

Dans le cas neutre, une population structurée est une chaine de Markov branchante, indexée
par un arbre de Galton-Watson lui-méme aléatoire. Chaque individu de la population est ainsi
décoré d'un trait dans un espace x mesurable, et on note B, sa tribu.

a valeurs dans || X*. On écrit alors

kEN
0, = (X¥,...,X7), la variable L ne dépendant pas de x pour l'instant. Considérons ainsi la

On peut décrire cet arbre grace aux lois (GI)IGX,

famille de variables indépendantes (6, (u)) On peut alors définir notre processus via

ueTl xex"
X = {(u,X(u)), ue T}, avec X(ua) = Ox)(u)* la a-itme coordonnée du vecteur aléatoire

Ox(u) ().

Remarque 37 (Cas d’un graphe fini irréductible) :

Dans ce cas de figure, x est fini, et on considére un noyau de transition irréductible, avec
probabilité de transition p; ; de i vers j, avec des transitions indépendantes vers chacun des
descendants pour le vecteur aléatoire 6;.

Remarque 38 (Marches aléatoires branchantes) :
Dans ce cas de figure, on considere x un groupe additif, et en termes de loi on a 6 = x + 0§

sur chaque coordonnée, indépendamment.

Remarque 39 (Processus auto-régressif bifurquant (BAR)) :

Ici, L = 2, on considére un arbre binaire, déterministe. On a la loi 0, = (ax + &1, fx + &3)
ou &; KN (0,0?). Ce modele est typiquement utilisé pour représenter 1'évolution de la taille des
cellules au sein d'une population.

Remarque 40 (Modele de Kimmel) :

Dans ce cas, on veut un modele plus riche, plus proche de la réalité. On considere ainsi
L a valeurs dans {0, 1,2}, autrement dit la cellule peut mourir (pg), ne rien faire (p;) ou se
diviser (py). L’espace des traits est x = IN, et représente le nombre de parasites au sein d’une
cellule. Lorsque L = 2, on répartir les k parasites de la cellule-meére entre les deux cellules-filles

suivant une répartition binomiale B(k, ¢) pour un certain parametre 0 < g < 1. Avant I’éventuelle

division cellulaire, chaque parasite se reproduit suivant un processus de Galton-Watson de loi pu.

13



4.2 Propriété de branchement

Définition 41 :
Etant donné u € T, et un arbre de Galton-Watson 7, on note 7% = {w e T, uw € 7}.

Autrement dit, on recolle I'arbre 7 sur la racine w.

On note alors X* une population structurée, enracinée en u. Ainsi, X*(v) = X (uv).

Proposition 42 :
Conditionnellement a 7,, et ses étiquettes, les arbres (X*), ., sont indépendants. Autrement

dit, pour tout n € IN, pour toute famille de fonctions positives d’une population (F,) ona:

|u|:n7

B[] F.(x)

UEGn

fn] = [ ExwlFu(x)],

UeGn

ou [E, sous-entend que la racine du processus X est étiquetée par x.

4.3 Semi-groupe du premier moment

Définition 43 :
Notons M(z, f) = E, [il f(Xf)} - Em[ > f(X(u))}. On a M(z,1) = E,[L] = m. On

ueGy

introduit plus généralement M, (z, f) = ]Ex[ > f(X(u))] On peut voir M, (z,-) comme une
ueGn
mesure positive.

Remarque 44 :
Dans le cas d'un graphe fini, M; ; = M (i, ]l{j}) = p;,; par linéarité et indépendance de la loi
de chaque descendant.

Proposition 45 :
Pour tous = € x et f positive, on a M, 1(x, f) = M (x, M (-, f)) = M(x, M,(-, ).

Plus largement, on en déduit M,,, = M, M,. Ainsi, M, (xz,1) = m".

14



Démonstration. On a :

uEGnJrl

Mn+1(l',f) = [, Z f(X(U))]

= E,| Y E,

ueGp

By Ew[z F(X(a))

LueGn, acGq

~ Ry M1<X<u>,f>],

_UGGn

2 f(X(U))|fn”

UGG7L+1

>, f(X(u)

v=ua€Gpn41

—_
—_

d’ou le résultat. Le résultat se prouve de fagon analogue pour 'autre décomposition. ]

Définition 46 :

On considere également le noyau normalisé () = %M , un noyau de transition Markovien.

4.4 Formule many-to-one

Proposition 47 :
Soit F': x"*! — R mesurable bornée. On a :

E,

> F(X(v),v< u)] =m"E[F(Yo,...,Y,)],

uGGn

ou Y est une (Q-chaine de Markov initialisée en Yy = .

n
Démonstration. Par densité, on se ramene au cas cylindrique, ot F,,(zo, ..., x,) = [[ fj(z;). Le

résultat général s’obtient alors par un lemme de classes monotones.

Ainsi, pour une telle fonction :

E.| Y FaXw,v<u)| = E.| > E Yoo Fa(X(v),v <u) fn”
u€Gy 41 _wGGn u=wa€Gn+1
-weG,L u=wa€Gn4+1
- B| £ RG0S 0MEW). )]
LwEGH
- E| ¥ A
LueG,,
~ n—1
avec Fy,(z;,1 <n) =m x [] fi(z;) X fu(2,)Q(xn, fns1). On peut alors utiliser I'hypothese de
7=0
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récurrence, et une propriété de Markov au rang n, ce qui nous ’égalité avec :
mnE:v [ﬁn(na s 7Yn> = mn+1E:c[Fn<Y0a s 7Yn)QYn(fn+1)] = mn+1E$[Fn+1(§/Oa s )Yn-l—l)] )

ce qui conclut la preuve, avec l'initialisation triviale en n = 0 avec un individu déterministe. [

Remarque 48 :
En particulier, si F((xz)zgn) = 1 4(x,), alors le nombre moyen d’individus dans A apres n

générations vérifie :

E

> ]lA(X(u))] = m" x B, [14(Y,,)].

ueGn

Remarque 49 :
Ce résultat a un intérét pratique, puisqu’on a transformé une espérance sur une population (&
croissance exponentielle) en 1’espérance sur une chaine de Markov usuelle, ou il est envisageable

de simuler un certain nombre de trajectoires pour obtenir une moyenne empirique.

Remarque 50 :

Une autre facon de réécrire le noyau @) est :

Q. A) = 3 S e (X e alL= k) = AW 4),

k>0 1<i<k k>0

oit Q¥ (z,-) est la loi moyenne du trait des descendants de x, conditionnée par le nombre de

descendants fixé a L = k.

Remarque 51 :
Revenons au modele de Kimmel, ou L € {0,1,2}. On a m = p; + 2p2, p1 = 2 et pp =
Avec la décomposition précédente, on a QM (z, A) = P(PF € A), et :

P;

P.’L‘
1 1
(2) S _
Q' (x, A) 5 P ;1 Blg)e A| +P ;1 B(l—q)e A

Notons que, du point de vue des parasites, la division cellulaire correspond a un environnement
aléatoire : soit la cellule meurt et tue la sous-population, soit elle n’évolue pas et ’environnement
est neutre, soit elle se divise et crée deux sous-populations (ou autrement dit une partie de la

population est tuée du point de vue d'une lignée de parasites donnée).

16




14,/02/20

4.5 Formule pour les fourches

On a pour l'instant établi le comportement moyen des étiquettes au sein de la population. On
aimerait désormais étudier des couples d’échantillons, pour mettre un effet de concentration, de type
loi des grands nombres. Pour ce faire, on étudiera des individus dont les lignées ont divergé a un

certain moment, d’ou 'appellation de fourche.

On se place ici dans le cas L?, ot E[L?] < oo (et m > 1).

Définition 52 :

Etant donnée une lignée = € x et une famille de fonctions (f;) ;e mesurables bornées sur

j—i
X, on note Fj j(x) = [[ firr(xk)-
k=0

Proposition 53 :

Pour tout étiquette initiale x € x et toute génération n € IN :

Be| Y Fonl((X(®)ye,) X Gon((X(w)),-,) =n§fmpEx[Fo,pGo,p(<m,-<p)pr,n<Yp>],
u#vEGn p=0

out H,,(y) = m*"P-VE,

> Ex [Fp+1,n <(Y})i§n,p,1>] X Ex @) [Gpﬂ,n ((Y;)ignplﬂl :

a£beGy

Démonstration. On peut partitionner les couples distincts dans G, en fonction de la génération
de leur dernier ancétre commun w, selon le parametre p € [0,n — 1]. Etant donné cet ancétre
étiqueté X (w), on considere alors deux de ses descendants a # b. On peut alors appliquer la
formule many-to-one aux fonctions Fy4 1, et Gpi1.,, qui évoluent dans des lignées indépendantes

conditionnellement a la génération Gy;.

Quitte a passer a ’espérance conditionnelle selon G, on fait apparaitre la fonction H, (X (w)).

On se ramene a une fonction qui, elle, ne dépend que de la lignée de w, des étiquettes (X (2)), .,

a laquelle on peut a nouveau appliquer le théoreme.

Corollaire 54 :
Si F' = G ne dépend que de la valeur finale :

B Y A AXW)] = S mA g, by, (¥,)].
u#veG p=0

17



avec hyp(y) = Ey| >0 Exo[f(Yap-0)Exe)[f(Yap-1)] |-
a#£beGy

4.6 Loi des grands nombres

Considérons f mesurable bornée, telle que E,[f(Y;,)] 2= 7(f) pour une certaine mesure 7.

Remarque 55 :
C’est en particulier le cas pour toute fonction f lorsque la Q)-chaine de Markov est ergodique.

En particulier, pour un graphe de transitions fini, cette propriété est vérifiée lorsque le systeme

est irréductible apériodique.

Théoreme 56 :
Sous I'hypothese précédente, sous I'événement {Vn € IN, |G,| > 0} de non-extinction, on a la

convergence :
1

|Gl

> f(X(w) —a(f),

’U,GGn

dans L? donc en probabilité.

mm
|G|

remplagant |G,,| par m". Le facteur & gauche converge vers % sous I’évenement de non-extinction.

Quitte & recentrer, étudions désormais A, = — ZG g9(X(u)), ou g(z) = f(x) — w(f), encore
ucGnp

Démonstration. On peut réécrire le terme comme le produit de et du terme précédent en

mesurable bornée.

On a E[AZ] = —E| > g(X(w)*+ Y g(X(u))g(X(v))|. L'espérance de la partie de
ueGnp u#vEG

gauche est de l'ordre de m™, écrasée par le m?*. On a donc :
n—1
E[AY] =o(1) + > m P Bl (V)]
p=0

Notons que E[h,,(Y,)] < [|fIZE[L?] < oo, donc on peut tronquer la somme & un rang K fini

indépendamment de n, de sorte que ce qui dépasse soit majoré par €. On veut donc majorer
K

m P 2E[h, ,(Y,)] pour n — oo a K fixé. Ce faisant, on utilise la propriété d’ergodicité sur
p=0
g, Elg(Y,)] — 0, pour conclure que ces K + 1 termes convergent vers 0 lorsque n — 0o par

convergence dominée.

On a ainsi établi la convergence L? donc en probabilité de A,, vers 0. On en déduit directement

la convergence en probabilité de la somme initiale vers 7(f), et on obtient une convergence L2

avec un peu plus d’efforts. O
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4.7 Application au BAR

Proposition 57 :

Dans ce cas, la ()-chaine Y est égale en loi a la chaine de Markov Z définie via Zy = Yj et
iid

Zn+1 - en-i-lZn + gn-‘rl; avec &y 1’1\(“1 N<Oa g ) 9 ~ L{({a, B})

Remarque 58 :

n

On peut écrire Z,, = > e, [[ 0;+Y0 [] 0. Conditionnellement aux valeurs de 6, la somme

k=1 j=k+1 j=1
de gauche a la loi N(0, A(0y,...,6,)), ot A(6q,...,6,) = Z H
k=1 j=k+
n k
En outre, A(6y,...,60,) < A(0,,....00) =02 > [] 67. Ce nouveau terme a une convergence

k=1 j=1

oo
monotone vers A, pour n — oo. On peut rééerire Ay, = 02 Y 51, avec la marche aléatoire

k=1
S, =23 In(8)).

Jj=1

Lemme 59 :
Si af < 1, alors la marche a un drift négatif, S,, — —oo linéairement. Dans ce cas, on a donc

Ay < 00 p.s. d’ou la convergence en loi de Y;, vers (0, A,). Notons 7 cette loi limite.

Siaf > 1, alors Y,, tend en probabilité vers +oc.

Théoréme 60 (Régime stable) :
oo b
Lorsque a3 < 1, #uebn X et} N 7([a,b]), avec 7([a,b]) = [ [ == dydP 4, (o).
0 a

4.8 Application au modele de Kimmel

Remarque 61 :
Pour revenir a 'aspect environnement aléatoire pour les parasites, on peut considérer un
parameétre aléatoire dans F = {q,1 — ¢, 1}, ou chaque parasite survit avec probabilité e € E

apres la phase de reproduction. Notons ainsi L ~ B(e).

On peut réécrire le noyau () sous la forme :

Q(z, <ZL16A> ( (ZLq€A>+]P<§;L;qu>>.

ou P est la loi de reproduction des parasites. On a ainsi une loi € = p;d; + %5(1 + %51,(1 sur

lenvironnement.
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Proposition 62 :
On a donc un processus de branchement (Y,) en environnement aléatoire e, avec les lois de

reproduction (L(e)),.p a expliciter.

Théoréme 63 :

On dit que 'organisme guérit lorsque la proportion de cellules infectées tend vers 0.

UEGH, X (u P
Lorsque In(E[P]) < %ln(q(l—lfq)>’ alors 10#@% Loo.
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Remarque 64 :
Supposons désormais p, = 1, et donc m = 2. Dans ce cas, ’arbre de reproduction des cellules

est un arbre binaire, déterministe.

Dans ce cas, le critére devient E[P]’q(1—¢q) < 1. Si on pose m; = gE[P] et my = (1—q)E[P],

on écrit le critére sous la forme mymo < 1.

Si on note N,, = #{u € G,,, X(u) > 0}, alors N,, est de 'ordre de 2" lorsque l'infection se

propage, et les cellules infectées le sont par une grosse population.

Dans ce contexte, sans extinction de cellules, le nombre total de parasites est un processus de
Galton-Watson. En particulier, lorsque E[P] = m; +ms < 1, la population de parasites s’éteint

en temps fini, 'infection disparait entierement en temps fini.

Lorsque E[P] > 1 mais que m;ms < 1, on peut distinguer deux régimes, selon un critere
entropique. Lorsque my In(my) + maIn(ms) < 0, la loi de répartition est trop uniforme, et le
nombre de cellules infectées est de l'ordre de E[P]". Sinon, il y a une répartition assez peu

n

homogene pour non seulement garantir N,, < m™ = 2" mais aussi N,, < E[P]

5 Vitesse d’invasion dans un modele spatial

Remarque 65 :
On se replace dans le contexte d’'une marche branchante. On a une loi de reproduction L,
telle que m = E[L] < oo.

On considere la variable de déplacement D a valeurs dans R, qui quantifie a quel point chaque
descendant s’éloigne de son parent. On suppose E[D] = 0, et Var(D) = 0> € R™. On a alors la

loi de reproduction 6% = (z + D;),., D; XD indépendamment de la variable L.

On s’intéresse a la vitesse d’invasion, autrement dit a l'individu au déplacement maximal a

un instant donné.

5.1 Premiers résultats

Remarque 66 :
Dans ce contexte, comme les descendants se comportent tous de la méme fagon, on a en fait
le noyau Q, ~ x+ D, de sorte que Q(x, A) = P(z + D € A). Ainsi, Y est simplement une marche

aléatoire de pas D. Par le TCL, on a la convergence en loi de 5—% vers N (0, 02).

21



Proposition 67 :

On a la convergence :

nr ay/n < X(u) < by/n} Z5 P(N(0,0%) € [a,b]) .

n—oo

Démonstration. On définit la fonction F,(xo, ..., z,) = Lo (3—%) Par la formule many-to-one :

Z F.(X(v), v <u)| =m"E,[F,(Y;, i <n)]=m"P, (% € [a, b]) :

Par le TCL, le terme de droite converge vers la probabilité souhaitée. On a ainsi établi un

comportement moyen. On peut adapter les raisonnements précédents pour conclure. ]

5.2 Grandes déviations

on a N,(v) := E[#{u € G,, X(u) >nv}] = m"P(Y,, > nv). En invoquant des résultats de
grandes déviations qu’on va détailler ci-apres, on peut obtenir une fonction v croissante, telle que
P(Y, > nv) ~ e ¥®" Ce faisant, si ¢¥(v) > In(m), alors N, (v) < 1. Sinon, si ¥ (v) < In(m), alors
N, (v) > 1. On peut donc chercher le seuil critique v* ou ¥ (v*) = In(m).

Remarque 68 :
Supposons que A(f) = In (]E [eeD ]) est bien définie, donc que D admet des moments de tout

ordre, avec une décroissance exponentielle.

JE[D%"D]E[[QQD]]QE[DJD]Q > 0. Ainsi, A'(0) =
E eGD o ’

est croissante, admet une limite v € R U {oo} en +o0.

Par dérivation sous l'intégrale, A”(6) =

On définit la transformée de Fenchel-Legendre 1 (z) = sup{fx — A(9), § € R}. Ce supremum

est ici toujours atteint pour § > 0. On obtient ainsi une fonction convexe croissante sur R™*.

Notons que 9y[0x — A(f)] = 0 lorsque x = A’(f). On peut trouver un tel = lorsque 0 < z < 7.
Dans ce cas, il existe un unique 6(z) tel que A'(0(x)) = x, et ¥(x) = O(x)z — A(f(x)). Lorsque
x >y, alors ¢(x) = oo.

Remarque 69 :
Par exemple, lorsque D ~ U(+1), on a A(f) = 1n<eg+e_9>, et §(z) = § In(12).

2 1—x

On a alors ¢(z) = $((1 4+ z)In(1 + ) + (1 — ) In(1 — z)) lorsque 0 < w < 1, et notablement
(1) = In(2), puis ¢(z)

=oosix>1.
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Théoréme 70 :

Si z € [0,7], alors = In(P(Y; > nz)) — —¢(x).

Démonstration. Par inégalité de Markov, on a :

P(Y, 2 ne) < B[ 0] < B[],

et quitte & optimiser selon #, on majore finalement e~"¥(®).

Pour la borne inférieure, considérons 'unique € tel que A’(f) = z. On définit la variable 5,

absolument continue par rapport a D, via dP3(y) = % dPp(y). On a naturellement :
~ E[DefP

Dans ce cas : .
P(Y,>nz) = [1a [T dPpn(y;)
7j=1

> yj>nx
Jj=1

-0 i 5

= E[eP]" [1 . =1
[6 ] f j;lijnwe j=1
= ]E[BHD}” X ]E[e*m;”]%

Ynznzi|
— €NA(9)E|:6_0Yn]l?n2nx:| 7

avec Y une marche aléatoire de pas D cette fois-ci. Par un calcul similaire, on a en fait :

Pnz <Y, <n(x+9)) > 0 x e‘”e(””+5)IP(x <W<gq 6)
6—m,b(m)—n60(z)IP(:L. < Yo < x4+ (5) ,

et la probabilité de droite converge vers 3. On a donc lim £ In(P(Y,, > nz)) > —¢(z) — 0(x)d a
la limite, et ce indépendamment du d choisi, d’ou le résultat. O

5.3 Borne supérieure pour l’invasion

Définition 71 :

Soit R, = max{X(u), u € G}, la position du front d'invasion au temps n.

Proposition 72 :

On a lim% < v*.
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Démonstration. Soit v > v*, de sorte que ¥ (v) > ¥(v*) = In(m). On a donc :

P(R,>wvn) = P(#{ueqG,, X(u)>wn}>1)
< E[#{u e G,, X(u) > vn}]
= m"P(Y,, > vn)
= N,(v)
— 0,

par la remarque initiale sur les grandes déviations, car on a une décroissance exponentielle d’ordre

In(m) — ¥ (v) < 0.

Comme la décroissance est exponentielle, on a > P(R,, > nv) < oo, donc par Borel-Cantelli,
nelN

presque-siirement, a partir d'un rang, on a R, < nv, d’ou lim % < v. En passant a I'infimum

sur les v considérés, on a le résultat annoncé. O

5.4 Borne inférieur pour l’invasion

Proposition 73 :
Soit S = {Vn € N, |G,| > 0} I’événement de survie de la population. Sous cet événement,

lim % > v*.

Démonstration. Soit désormais v < v* sous-critique. On pose ZW) = #{u € G,, X (u) > pv}.
On a p, = E[ZW] = mPP(Y, > pv) = exp(p(In(m) — 1(v))) qui explose exponentiellement car

In(m) > 1 (v). En particulier, on a un certain rang p tel que p, > 1.

De facon informelle, on regarde désormais le processus toutes les p étapes. En outre, au bout
de p étapes, on ne garde que les individus qui ont dépassé le front pv. Ce faisant, on extrait du
processus initial un processus de Galton-Watson, de loi de reproduction Z® avec une espérance
pp > 1.

Il reste deux soucis a régler formellement : d’une part, justifier que sous I’évenement de survie
de la population globale, on peut garantir la survie d’une telle sous-population. Pour ce faire, on
attendra une explosion exponentielle de la population initiale, puis on pourra étudier une grande
quantité de telles lignées dérivant de fagon indépendante. D’autre part, justifier que tout se passe
bien dans les étapes intermédiaires, aux temps pIN + 1, ..., pIN 4 (p — 1), durant lesquelles on ne
doit pas trop dériver vers la gauche. A nouveau, si on part d’individus aux étapes 0,...,p — 1
dans des lignées séparées, on peut étudier séparément le front de chaque classe pour conclure sur

le front de la population globale. O
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Remarque 74 :
Le souci de I'approche tous-pour-un précédente est qu’elle met autant de poids sur chaque
individu de la population, a priori. Il existe d’autres variantes qui permettent de compenser ce

phénomene.

Théoréme 75 (Formule many-to-one a biais exponentiel) :

Soit p > 0. On suppose que les traits sont réels. Alors :
E,| Y. e OF(X(0), v S u)| = M) [ F(¥;, i < n)]
ueGy,

avec A(p) = m x E[erP].

Idée. On commence par appliquer la formule many-to-one classique a la fonction produit définie
comme G (X (v), v < u) = e"XWF(X(v), v < u). On obtient ainsi une espérance en G(Y'). Pour

passer de cette formule & une espérance en F'(Y'), on fait alors un changement de probabilité. []

6 Populations structurées non neutres

Dans ce cas de figure, on veut considérer des modeles non neutres, ou le trait a une influence sur

la loi de reproduction. On parle alors également de chaines de Markov branchantes.

6.1 Définition et construction

Définition 76 :
Dans ce cas de figure, le nombre de descendants pour le trait € y suit la loi L, a valeurs

dans IN. Les traits des descendants de x suivent alors une loi 0, = (X fx), o ,Xéﬁ )

On considere la famille de variables (L, (u), 0.(u)),c, ,r indépendants, avec 0, (u) 49,, et

Lo(u) = [|6.(u)]ly < L.

on peut alors obtenir un processus non neutre, par induction. On part de Gy = {€}, avec le
trait x. On construit alors conjointement G, = {vk, ve Gy, 1 <k < Ly (v)}, ainsi que les
variables X (vk) = XX (),

Autrement dit, on initialise la chaine de Markov branchante X en Xy = {(¢, )}, et on a plus
largement X,, = {(u, X (u)), u € G, }.

6.2 Généralisation de la formule tous-pour-un
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Définition 77 :
Comme précédemment, on peut définir le noyau M, via M,(f) = ]Ex{ > (X (u))} :

ueGq

On a plus généralement M, (z, f) = E, [ > f(X(u))] .

uEGn

Proposition 78 :

La famille (M,), . forme un semi-groupe de mesures positives.

Démonstration. Voir la démonstration dans le cas neutre. O

Proposition 79 :

n+1

Soient n > 0, F' mesurable positive sur x"™" et ¢ mesurable positive sur x. Alors :

E,

3 o(X(w)F(X(v), v < u)] = M, (z,¢) x E, [F(Yf"), i< n)] ,

UEGTL

ou <Y;(")> est une chaine de Markov inhomogene, avec les noyaux de transitions (an)>
i<n .

> <n
définis par :

P(vi) €A

™ _ ) _ om 1
A

n
Démonstration. On peut établir le résultat sur les fonctions cylindriques F,(x) = [] f;(z;), puis
=0

conclure par un lemme de classes monotones. Dans ce cas, avec G = ¥ X f,11, par récurrence

sur le rang n :

El > w(X(U))Fn+1(X(v)7USU)]

uGGn+1

weGH uEGn41,u>w

= E| X F(X(v),v<w)xEl 3 1/J(X(U))fn+1(X(U))‘fn”

= E| > F.(X(v),v<w)xE > G(X(w)

-weGn uEGp41,u>w
= E| Y F.(X(),v<w)X M(X(w),G)}
LweGn

= E| 3 (X (w)Fy(X(v), v Sw)l ,

_’U}eGn

avec E(y) = Fn(y)Mq/f%’T’;?) On utilise alors 'hypothese de récurrence, puis le lemme ci-apres, ce
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qui donne :
= My, 0)E. [ (V" i < n))]

n—1
=AM%MI&@Wm%me%)ng@ﬂ%n

n
= f F ym wfn—i-l) X 1_[0 M(yz, dyz_;,_l)
= f+1 Froi1(y)¥(Yns1) H)M(yi, dyit1)

= Mn-‘rl(yv ¢)Ew [Fn-i-l (Y;(n—i_l): 1< n+ 1)] .

Lemme 80 :

On a:

Ey, [F<Y;(n)’ i < nﬂ = [ F(y,i<n) H Q('n)(yi’dyinLl)

X" i=0

= f F yl? i < Tl) w(yn H M<ylvdyl+1)

X"

Corollaire 81 :
Supposons que, pour tout = € x, M(x,1) = A\)(x). Alors le résultat précédent se raffine en :

Y WX ()F(X(v), v < u)| = NE[F(Y;, i < n)],

ueGn

avec cette fois-ci Y une chaine de Markov homogene, de noyau dQ,(y) = 24 dM, (y).

6.3 Cas moyen

Théoréme 82 (Contraction de Doeblin) :
Soient P un noyau markovien sur y. Supposons qu’il existe une probabilité v telle que P, > cv

uniformément.
Dans ce cas, pour tous p,6 sur x, on a ||[uP — 0P||yp < (1 —¢)||p— 0|y

A fortiori, il existe une mesure P-invariante, et on a convergence a vitesse géométrique vers

cette mesure invariante.

Démonstration. Quitte a faire un couplage via Q, = cv + (1 — ¢)R, avec le noyau R = %, on

a naturellement |uP — 0P| = (1 —¢)||uR — OR|| < (1 — )|l — 6| O
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Corollaire 83 :

Supposons que, pour tous ¢ < n, et tout * € y, on a an)(m, )

B [£(v)] - ()]

> crv. Alors il existe une
mesure de probabilité m sur x telle que  sup < (1=

rex, |fI<1

6.4 Exemple d’une population structurée en age

Remarque 84 :
On considere des traits a € IN pour I’'dge. On reste dans un cadre de division cellulaire, ou

L(a) € {0,1,2}, autrement dit ou les cellules peuvent mourir, survivre ou se diviser.

Si L(a) = 0, avec probabilité pg(a), il n’y a pas de descendance. Si L(a) = 1, avec probabilité
p1(a), alors le descendant a le trait a+1. Si L(a) = 2, avec probabilité ps(a), alors les descendants
ont les traits (a + 1,0).

Supposons que p; et o sont des fonctions décroissantes, a valeurs dans ]0,1[. Supposons en

outre qu’il existe ¢ > 0 tel que p; < cps.

Proposition 85 :

Il existe une probabilité m sur IN telle que, pour tous ag,a € IN, on a la convergence
an [#{ueGnv X(u):a}}
Eay[|Gnl]

— 7(a) & vitesse géométrique.

#{ueGn, X (u)

X =a} _ m(a) dans L? et p.s. sous 'événement de

On a de plus la convergence

survie de la population.

Idée. Pour le premier point, on utilise la formule tous-pour-un avec F,(y) = d,,, et ¢ = 1.
Ainsi :

Eoy[#{u € G, X () = a}] = Eqy[|Gul|Ea, [F (Y™)] .
Grace aux propriétés de monotonie de p, on vérifie la condition de Doeblin avec la mesure dg, ce

qui permet alors de conclure sur le résultat. ]

Proposition 86 :

a—1
La population survit avec probabilité positive ssi > pa(a) [T (1 — po(b)) > 1, auquel cas
>0 5=0

|G| — oo sous I’événement de survie.

Démonstration. Soit T le temps de survie de la racine. On a P(T" > a+ 1|7 > a) = 1 — py(a).
En outre, a chaque instant ou elle survit, la cellule a une chance de produire un enfant. On a

donc N = > 17>, 1a racine a un enfant au temps » 1€ nombre d’enfants produits en tout. En passant a
n>1

I'espérance, on obtient 1'expression annoncée pour E[N].

28



En outre, grace a cette construction, on peut identifier un processus de Galton-Watson au

sein de la population, de loi de reproduction N, d’ou le résultat. O
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7 Approximations en grandes populations

7.1 Définition

Définition 87 :

On travaille sur 'espace I = | | IN". On considére une échelle K > 1, associée a une variable
n>1

L% & valeurs dans IN. On note alors pf = ]P(LK = k:) Dans ce cas, la loi de dispersion devient
x+— 05 = (¢4 DF,...,z+ DE;), avec DF S L A valeurs réelles, et D centrée de variance

0'2<OO.

On part de G la génération initiale, & Z individus. On peut donc définir les variables
(L¥(u)),., iid de loi L¥, et les variables (Df(u))ueu>1
les ensembles GE, | = {uk,ue GE, 1 <k <L¥(u)} de fagon récurrente, avec les étiquettes
XE(uk) = XE(u) + DE(u).

iid de loi %. On introduit alors

5 . 5, . ez e K 1
L’objet d’étude qui nous intéresse est la mesure empirique X, = % > Jdxx(, sur R. Avec
ueGK
les bons changements d’échelle, on aimerait converger faiblement vers une mesure a densité.

7.2 Décomposition en semi-martingale

Proposition 88 :

Soit f : R — R mesurable bornée. On note XX (f) I'intégrale de f sous la mesure aléatoire.

On a la décomposition XX (f) = V.E(f)+ ME(f) ou V.X(f) est une variable FX -mesurable,
et (MX(f)), . forme une (F,)-martingale.

En outre, VX(f) = XE(f) +I§Af(f) avec AK(f) = E[X,f((f) — X,fil‘}"k_l}.

D’autre part, naturellement, M = gé,f(f), avec OF (f) = XE(f) — XE | — AK(f).

Remarque 89 :
On a ici M¥(z, f) = m*E[f(z + £)] avec m" = E[LX].

On peut également réécrire M* (z, f) = KE( 4 [XlK(fﬂ On en déduit :

() = 3 ME(XS (), f) — F(X" ().

K
u€G_
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Proposition 90 :
Supposons f mesurable bornée et ]E[(LK )2] < 00.0mna:

avec <Mn> une martingale, et :
n>0
2
weGE

Démonstration. On adapte la proposition précédente, avec une décomposition analogue :
n —~— —_—
M2 =Y A+ M,,
k=1

avec A\, = E[M} — M?_, ’]:k—ﬂ- Pour le terme de gauche, remarquons que M2 = (Mj_1 + 6;)°,

donc en développant puis en passant a l’espérance :

Ay, = B[2My 18, + 62| Fioa] = B[0}|Fia] -
En outre, 67 = (X}, — Xj_1 — Ak)Q, et Ay est Fi_1-mesurable par définition, d’ou :
Ay = E[(X)— X0)?|Fia] — A2

_ LE ( DY f(X(w))—f(X(u))> Fix

uEGE_1 weGE,w>u

-

( >, M(X(u), f) - f(X(U))>

uEGK_1

-

I ( 2 R(U)) Fr-1 —( 2 M(X(U),f)—f(X(U))>

UEGK—1 u€Gr_1

Si on développe la somme en u dans le terme de gauche, lorsque u # v € Gi_1, comme R(u) et
R(v) sont indépendants conditionnellement a Fj_1, on fait apparaitre les termes correspondants

dans le carré de droite. On a donc :

K2/Avk = Z E[R(U)ﬂfkfl] — E[R(U)U:kflf?

ueGE_1

et on peut enfin se ramener a ’expression initialement annoncée. ]

7.3 Un cadre de convergence
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Remarque 91 :

Avec la formule many-to-one, on obtient :

1

B [Xa (1] = BILE]" x ZEo[£(37)]

avec (Sff ) une marche aléatoire de pas %. Par linéarité, en partant de K individus on a donc :

E10),....(x.,0) [Xf(fﬂ = ]E[LK]n x I [f(Sf)} :

Par le TCL, SX est en loi de I'ordre de ‘/75/\/' (0, 0%). Moralement, avec 1’échelle de temps n = K?,

on s’approche d’une loi normale.

Définition 92 :

Soit le processus a temps continu ;X = X ﬁ(z -

Proposition 93 :

Supposons que m% =1 + 7z + 0(%) sur de grandes échelles. Alors a t fixé :

Es, [VX(f)] — €™ X Enxonooxlf(N)] .

K—oo

On aimerait en fait montrer que le processus (YtK ) converge vers des solutions de 1’équation

>0
de la chaleur, pondérées par 1’évolution de la taille de la population. Plus précisément, on obtiendra

'EDP via le terme VX (f), tandis que le terme MX(f) s’annulera a la limite.

Lemme 94 :

Soit C* (R, R) I'espace des fonctions dont la dérivée seconde est Lipschitzienne.

KX(M¥(z, f) - f(@)) = (af(@) + 5 ()| — 0.

K—o0

Si f € C*>7, alors sup
zeR

Démonstration. On a :
MG f) = ) = (24 )] - flo).

On réécrit le terme de gauche sous la forme :

(1+%+o(%)) (f(x) +2"—[§2 "(x)—i—o(%)) ,

1 ) uniformes, indépendants du x choisi. En développant le produit, on fait enfin

K2
apparaitre le résultat annoncé. O

avec des 0(
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