Convergence de mesures et processus de Lévy

Léo Gayral
Ces notes sont basées sur le cours de Pierre-Loic Méliot
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1 Convergence de variables aléatoires

On considere un espace probabilisé (€2, F,P) et des variables aléatoires (X,,), .y & valeurs dans

un espace X. On s’intéresse aux différentes notions de convergence.

1.1 Convergence presque-siire

Pour cette notion de convergence, on a besoin que X soit muni d’une topologie 7. On le munit

en particulier de la tribu borélienne associée.

Définition 1 (Convergence dans X) :
On dit que (z,) € XN converge vers x lorsque, pour tout ouvert O € T contenant = € O, la

suite est inclue dans O a partir d’'un rang.

Définition 2 (Convergence presque-siire) :
On dit que X,, =2 X converge presque-siirement lorsque ]P({w e, X, — X }) =1, ce

n—oo

qui sous-entend que I’évenement est mesurable.

Lemme 3 :
Lorsque X est séparable ou métrisable, I'ensemble {w €, X,(w) — X (w)} est mesurable.

n—oo

Remarque 4 :
On parle de X métrisable plutét que métrique car il existe des espaces métrisables, mais

sans aucune notion de métrique canonique, et dont les métriques sont toutes peu pratiques a

manipuler par rapport a la topologie.

1.2 Convergence en probabilités

On considere ici X métrique.

Définition 5 (Convergence en probabilités) :
On dit que X,, — X lorsque, pour tout € > 0, on a lim P(d(X,,X)>¢)=0.

n—oo




Proposition 6 :
Si X, 2% X alors X, —» X

Théoréme 7 :

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
P
1. X,, — X,

2. toute extraction (Xa(n)) admet une sous-suite qui converge presque stirement vers X.

Démonstration. Montrons (2 = 1) par contraposée. Considérons £ > 0 pour lequel on n’observe

pas la bonne limite. On a donc une extraction (Xa(n)) et 0 > 0 telles que :
inf { P (d( Xy, X) > )} > 0.
En conséquence, aucune sous-extraction ne peut converger presque-siirement.

Supposons désormais 1. Il suffit de trouver une extraction de (X,) qui converge p.s. pour
montrer 'implication, le cas général suivra le méme schéma. On peut ici obtenir une extraction
itérativement, telle que pour tout rang n € IN on a IP(d(XU(n), X) > 2_”) < 27" d’ou le résultat

désiré. []

Remarque 8 :
Ce résultat donne une caractérisation plus générale de la convergence en probabilités, valable

pour un espace X métrisable ou séparable, mais non métrique.

En outre, si d et d' induisent la méme topologie sur X, alors elle décrivent la méme notion

de convergence en probabilités.

1.3 Convergence L!

On considére ici un espace de Banach X.

Remarque 9 (Construction de 'intégrale) :
La construction usuelle de I'intégrale sur R n’est pas généralisable aux espaces vectoriels

normés en dimension infinie.

Dans le cas d’un espace de Banach, on peut considérer la construction alternative ou on

définit la norme sur les fonctions en escalier :

n
E ]lA,-xz’
i=1

ou les A; € F sont disjoints. L' est alors le complété des fonctions en escalier pour ||.||, parmi

= P(A)|lzillx .
1 i=1

les fonctions mesurables  — X.




L’intégrale est alors une application linéaire continue L' — X, en prolongeant 'application :

/Z]lezd]P ZIP

Définition 10 (Convergence L') :
On dit que X, = X lorsque E[[| X, — X|ly] = | X, — X]|, — 0.

Proposition 11 :
1
Si X, =5 X alors X, —» X

Démonstration. Cela découle de I'inégalité de Markov, ici :

g n—oo

P X — Xlx =€) <

Proposition 12 (Convergence dominée) :

Si X, 2% X et (|| Xn|x) est dominée par une variable réelle R € L', alors X, x

1.4 Notion d’uniforme intégrabilité

Définition 13 :

Les variables X,, € L'(€,X) sont uniformément intégrables lorsque :

sup B[[| Xully x Lyx ] 752, 0

Remarque 14 :

De fagon équivalente, les (X,,) sont uniformément intégrables lorsque :

sup sup E[||X,|x x 14 ] — 0.
nelN P(A.)<e e—0

Théoréme 15 :
P I .
Lorsque X,, — X, on a ’équivalence suivante :
Ll
— X, — X,

— (X,,) est uniformément intégrable.

Démonstration. Le sens direct se fait sans encombres, grace a la variable X € L!.

Montrons limplication réciproque. La suite (X,,) est u.i. donc bornée dans L'. La suite




converge en probabilité vers X donc on peut extraire une sous-suite qui converge presque-
stirement. En conséquence, par le lemme de Fatou, X € L!. Quitte & translater par la variable

X, on préserve donc l'uniforme intégrabilité. En effet :

B[1Xn = Xllx X Tjx,-xj2m] < EHKVWH&XIMNNWXHMN%A
+ BEJ[Xn = Xllx X Lixjzgxa) X Lyxysu
< 2B Xallx X Dy e |+ 2B[1X N X st

| IS

or ce terme est uniformément petit lorsque M est assez grand, par uniforme intégrabilité de la
suite et intégrabilité de X. On peut alors découper 'espérance ||.X,, — X ||, en trois parties, selon

si la norme est plus grande que le M précédent, plus petite que ¢, ainsi que le terme :
B[] X — Xllx X Legyx,—x| <] < MP(| X, — Xl > ),

qui tend vers 0 par convergence en probabilités. O

1.5 Convergence en loi

X est de nouveau un espace topologique quelconque.

Définition 16 (Convergence en loi) :
On dit que X,, — X lorsque, pour toute fonction f € Cy(X,R) continue bornée, on a

B[f(X.)] — E[f(X)].

Remarque 17 :
C’est une propriété qui porte sur les lois des variables, les mesures induites dans ’espace X.
La convergence en loi correspond a la convergence faible pour les mesures induites, en tant que

formes linéaires sur Cp(X).

Définition 18 (Espace des mesures de probabilité) :
On note M!(X) I'ensemble des mesures de probabilités sur un espace mesurable X.

Théoréme 19 (Théoreme de Portemanteau) :

Pour une suite de probabilités (i) on a 1’équivalence suivante :

L pn — p,

2. Vf € Cy uniformément continue, g, (f) N w(f),

3. pour tout ouvert O C X, lim y,(O) > p(0),

4. pour tout fermé F C X, lim 1, (F) < pu(F),

5. pour tout borélien A C X tel que pu(0A) =0, on a u,(A) — p(A).




Démonstration. L'implication (1 = 2) est directe, de méme que 1'équivalence (3 < 4).

Montrons (2 = 4). Pour cela, on approche 1z par au dessus, via fi(z) = (1 — k x d(x, F))".
Cette application est k-lipschitzienne, donc uniformément continue, et bornée. On a l'inégalité
pin (F) < pin(fr), d’ott Tim g, (F)) < Tim g, (fr) = p(fr). Ceci étant vrai pour tout k € IN, on peut

passer & la limite par convergence dominée et enfin obtenir lim p,,(F) < u(F).

Montrons (3,4 = 5). Ceci découle du fait que, pour un tel borélien, on a :
u(fl) < li_mun(fl) < lim p, (A) < p(A) = u<f01> +pu(0A) = M(z‘ol> :

Montrons finalement (5 = 1). Considérons donc f € Cy(X,R). A transformation affine prés,
1

1

on se rameéne a 0 < f < 1. Ainsi p,,(f) = [ f(@)dpn(z) = [ [ Ly<p@dpn(z)dy = [ pn(Ay)dy par
X 0 X 0

Fubini positif, avec A, = {x € X, f(x) > y}. L’application F' : y — pu(A,) est décroissante, donc

elle admet une quantité dénombrable de discontinuités. En tout point de continuité y, 'ouvert

B, ={z € X, f(x) > y} est de méme mesure, donc p(90A4,) =0, et u,(A,) = u(4,). Comme f

est dominée par 1, par convergence dominée, on obtient finalement :

pin(f) = /un(Ay)dy — [ w(Ay)dy = p(f).

n—00
0

Corollaire 20 :
Si X, 5 X alors X, — X.

Démonstration. On utilise la deuxieme caractérisation du théoreme précédent, par les fonctions

uniformément continues. ]

Corollaire 21 (Théoréme de transfert) :
Soit f € CO(X,Y). Si X, 2% X (resp. P, en loi) alors f(X,) 2% f(X) (resp. P, en loi).
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2 Convergence en loi et théoreme de Prohorov

L’objectif est de construire des objets aléatoires X compliquées, par approximation en loi par des
variables (X,,) plus simples. Ca sera par exemple le cas du mouvement brownien, approché par les
marches aléatoires X,,, avec des pas en espace \/Lﬁ et des pas en temps %, qu’on peut identifier a leurs

trajectoires dans C°(R™, R).

Lemme 22 :
Soit (y,) une suite dans un espace métrique (Y,d). Si toute sous-suite de (y,) admet une

extraction convergente, et que toutes ces sous-suites ont la méme limite y, alors y, — y.

Démonstration. Si y, # y, alors on a une sous-suite (yg(n)) qui reste toujours a distance au

moins ¢ de y. En conséquence, aucune extraction de cette sous-suite ne converge vers y. ]

Pour appliquer ce lemme, il faut alors donner un sens plus topologique a la notion de convergence

en loi, identifier une métrique, des parties compactes, etc.

2.1 Topologie de la convergence en loi

Définition 23 (Espace polonais) :
Soit (X, @) un espace topologique. On dit que X est un espace polonais si :

1. la topologie O est métrisable par une distance d,

2. il existe une distance d qui rend 'espace X complet,

3. X est séparable, pour une suite dense (z,).

Idéalement, on étudiera M!(X) dans le cadre d’un espace polonais X, en essayant de transporter

le plus possible de bonnes propriétés.

Définition 24 (Topologie de la convergence en loi) :
On veut définir les ouverts de M!(X) pour la convergence en loi. Une base d’ouverts est

donnée par les voisinages ouverts des u € M! suivants :

VieC)X),Ve>0, V,.p={veM, |uf)—v(f)<e}.

Définition 25 (Distance de Lévy-Prohorov) :
Soit (X, d) muni de sa tribu borélienne B. Pour u,v € M (X) on introduit la distance :

drp(p,v) =inf{e > 0, VA € B, u(A) < v(A4°%) +¢, v(A) < u(A%) + ¢},




ou A = {y eX, d(Ay) = in£ d(z,y) < 5}.
s

Remarque 26 :

Dans la définition de dyp, on peut se contenter d’une seule des deux inégalités.

En effet, supposons qu’on vérifie toutes les inégalités p(A) < v(A®) + . Remarquons alors
€
I'inclusion ((Aa)c) C A%. Dans ce cas :

V(A) =1—(A°) <1- y(((AE)C>E> <1- p((AE)C> te=p(A%) +e.

Lemme 27 :

L’application dpp est bien une distance sur M*(X).

Démonstration. L’application est clairement symétrique par définition.

Pour 'inégalité triangulaire, constatons que, si dpp(u,v) < € et dpp(v, p) < n alors on a :
#(A) S V(A +e < p((A9)") +e+n < p(AT") +e+1.

En revenant a la définition. dpp(p, p) < €+ n. En passant a la limite inférieure, on obtient
I'inégalité triangulaire.
Pour la séparation, supposons dpp(u,v) = 0. Pour tout fermé F, on a F' = () F*, or

e>0
w(F) < v(F°) + e donc p(F) < v(F) pour ¢ — 0. Par symétrie, on obtient l'inégalité inverse,

donc p et v coincident sur les fermés, et donc p = v. ]

Lemme 28 :
Si X est un espace métrisable séparable, alors la distance dpp correspond a la topologie de

la convergence en loi.

Démonstration. 1l suffira de montrer 1'équivalence entre dpp(fn, 1) — 0 et p, — p.

Si d(pn, ;1) — 0, alors pour tout fermé F et € > 0, a partir d'un rang, u,(F) < u(F¢) + «.
En conséquence, lim y,,(F) < p(F¢) + ¢ et donc pour € — 0 on a enfin lim p,,(F) < u(F). Par le
théoreme de Portemanteau, on a établi la convergence en loi.

Réciproquement, supposons i, — . On fixe £ > 0 et une suite (x,,) dense dans X. On a un

M
rang M < oo tel que u( (xn, 5)) > 1 — . Par le théoréme de Portemanteau, a partir d’'un

n=0

rang N, pour toute famille F' C [0, M], ,un( UFB(mn,a)> > p( UFB(mn,a)> — €.
ne ne

On pose U(A) = U B(zp, ), qui contient A & une partie de masse € pres, et tel
n<M, B(zn,e)NA£D

que U(A) C A%. On a alors p(A4) < p(U(A)) +e < pun(U(A4)) + 2¢ < p,(A*) + 2e. On a donc

10




dpp(pn, 1) < 2 & partir d’'un rang. O

Proposition 29 :

Si X est un espace métrisable séparable, alors M'(X) aussi.

Démonstration. Conservons les notations de la démonstration précédente. Il ne reste ici plus

qu’a montrer que M*'(X) est séparable. Soit la famille dénombrable suivante :

M M
{Zrnéxn, M € IN, (Tn) € (Q+)M, ZT}' = 1} .

n=1

Soient € > 0, et M le rang du lemme. Partons de u € M!(X). On considére les B,, C B(z,,¢)

M M
tels que |J B(zn,e) = |] By On choisit alors des 7, € Q" tels que [r, — u(B,)| < 3775 On
n=0 n=0

M
poseenfiny = > r, 0, +({1— > rn> Ozaryr- Quitte & prendre des r,, < ju(By,), on peut garantir

n=0 n<M
que v est bien une probabilité.

Adaptons alors la définition de U(A) = L] B, qui reste une e-approximation de A
n<M, BuNA#£D)
sous . Si n est un des indices utilisés pour U(A), alors on a x,, € A%, et donc §,, (A*) = 1. On

a donc :
M M
p(A) < p(U(A) +& <D (Bo)da, (A%) +2 <D 1y, (A%) + 28 < v(AF) 4 2¢,
n=0 n=0
d’ou dpp(p,v) < 2e. O

2.2 Cas d’un espace X compact

Définition 30 (Espace compact) :
On dit que X est compact s’il est séparé (propriété de Hausdorff) et si, de tout recouvrement

d’ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Théoréme 31 :

Si (X, d) est métrique, alors X est compact ssi toute suite admet une sous-suite convergente.

Théoréme 32 :

Soit X métrisable. Alors X est compact ssi M!(X) I'est.

Démonstration. On utilisera les théoremes de Riesz-Markov et de Banach-Alaoglu.

Supposons X compact. Le dual topologique de C°(X) est I'espace des mesures signées finies,

m, par le théoreme de Riesz-Markov. Dans cet espace, M'(X) est inclus dans la boule unité

11
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fermée, compacte pour la topologie faible-x, par le théoreme de Banach-Alaoglu.

Montrons donc que M1 (X) est fermé pour la topologie faible-x. Cela vient du fait que c’est

une intersection d’images réciproques de fermés par des applications faiblement-* continues.

Réciproquement, supposons M?!(X) compact. On a un plongement de X dans M!(X) via
I'injection x + d,. Or 'ensemble des mesures de Dirac est fermé, car on peut le caractériser par
une propriété de variance nulle, autrement dit {u € M, Vf € Cy, u(f?) = u(f)?*}. Toute suite
(x,) admet une sous-suite telle que les Diracs (d, convergent vers une mesure (= 9J,. Pour

conclure que z, — =z, il suffit de prendre les fonctions f.(y) = max<0, 1— M), continues

o(n)

€

bornées, pour lesquelles 5ma(n>(f5) > 0 a partir d’'un rang, d’ou d(ma(n), x) <e. O]

Remarque 33 (Cas d'un espace X non compact) :
Si on perd la compacité de X, Pespace (Cp(X))™ est plus gros que 'espace des mesures signées,

et en particulier M'(X) n’est pas fermé pour la topologie faible-* dans cet espace.

Théoréme 34 (Dunford-Schwartz) :

Si X polonais, alors (Cp(X))" est espace de mesures finiment additives réguliéres.

Pour une telle mesure p, on n’a que les propriétés suivantes :
| 4) = £ ulch)
2. Pour tout borélien B, ||u||(B) := sup |u(A4;)],

B=] A
i=1

7=

1. Additivité finie : ,u(

(2

3. Régularité : pour tout borélien B, on peut I'intercaler entre un ouvert U et un fermé F
de sorte que ||u||(F\U) < € pour tout € > 0.
Dans ce contexte, la notion d’intégrale précédemment présentée permet de donner sens & [ f du

X
pour f € C,.

2.3 Théoréme de Prohorov

On veut caractériser les parties de M!(X) relativement compactes, incluses dans un compact.

Définition 35 (Famille tendue) :
Une famille N ¢ M!(X) est tendue si, pour tout € > 0, il existe un ensemble (relativement)
compact K, C X tel que inﬂf;IM(KE) >1—c.
ne

Lemme 36 :
Sur un espace polonais X, toute mesure u € M!(X) est tendue. Le résultat se propage alors

naturellement & toute famille finie.

12



Démonstration. On considére une suite (z,) dense dans X. Pour ¢ > 0 et £ € IN*, il existe
N(k,e) tel que p| U B(:cn, 2%) >1— 5. Onpose K. = (| U B(xn, 2%) On a alors
n<N keIN* n<N (k)

w(K.) >1— > 5 = 1—ec. Enoutre, K. est précompact (inclus dans une union finie de boules,
kelN*
pour tout rayon), et inclus dans un espace complet, donc relativement compact. O

Lemme 37 :
Si N est une famille relativement compacte, alors pour tous k& € IN* et ¢ > 0, il existe M (k, ¢)

tel que, pour toute mesure y € N, on a u| J B(xn, 2%)) >1— zik
n<N

Démonstration. Si ce n’était pas le cas, on aurait un couple (k,¢) tel que, pour tout m € NN, il

existe u, € N telle que ,um( U B(mn, 2%)) < 1 — g5. Comme N est relativement compact, a

n<m

extraction pres, on a fi,, — p. Or ,u< U B(xn, 2%)) < li_m,um< U B(xn, 2%)) <1— 5. Ceci
n<m

n<ng <
étant vrai pour tout rang ng, en passant a la limite ng — oo on en déduit u(X) < 1, donc ce

n’est pas une mesure de probabilités. ]

Corollaire 38 :

Si N est relativement compacte, alors elle est tendue.

Démonstration. On construit I’ensemble relativement compact K. comme au premier lemme, a

partir des rangs M (k,e) communs a toute la famille N donnés par le second lemme. O]

Lemme 39 :
Il existe un espace métrique compact W dans lequel on peut plonger tout espace polonais X

de fagon homéomorphe.

Démonstration. Soit W = |0, 1]]N muni de la topologie de la convergence simple, qu’on métrise

par dy (a,b) = > %
nelN

Soit X un espace polonais, avec d une distance adaptée et (x,) une suite dense. On vérifie

alors que ®(z) = (%) définit un homéomorphisme de X sur son image. O]

Théoréme 40 (Théoreme de Prohorov) :

Soit X un espace polonais. Une famille N C M! est relativement compacte ssi elle est tendue.

Démonstration. On a déja montré le sens direct.

Pour I'implication réciproque, considérons une famille tendue N et une suite (u,,) a valeurs

dans cette famille. On pose v, = ®,u, la mesure image sur W issue du plongement précédent.

13




Comme W est un espace polonais compact, on a une extraction qui converge vers v € M*(W).

Vérifions que v(®(X)) = 1. Soit € > 0, et K. un compact associé a la famille tendue. On a
®(K.) compact en tant qu’image d'un compact, donc fermé. En conséquence, on peut minorer
Vo) (R(K:)) = pom)(K) > 1 — e. Par le théoreme de Portemanteau, on a alors l'inégalité
V(®(K.)) > lim vy () (P(K.)) > 1 — . En passant a la limite ¢ — 0 on a enfin v(®(X)) = 1. On
peut donc poser p = & 'v. Comme v € M (®(X)), par continuité de &', la convergence en loi

de v se propage a fis(,) — p. L’ensemble N est donc bien relativement compact. ]

Remarque 41 :
Si AC R xRT et N est I'ensemble des gaussiennes de parametres (m,o0?) € A, Alors N est

relativement compacte ssi IV est tendu ssi A est borné.

Remarque 42 (Glivenko-Cantelli pour les espaces polonais) :

Soient X polonais et X, ~S y1 € MY(X). Alors pi, = = 3~ dy, — p presque-siirement.
i=1
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Théoréme 43 :

Si X est un espace polonais, alors M!(X), pour la topologie de la convergence en loi, est

polonais.

Démonstration. On a déja établi que 'espace est séparable, métrique. Il ne reste qu’a montrer
la complétude de 'espace. D’apres les résultats précédents, il suffit de montrer qu'une suite de

Cauchy (), sur cet espace est tendue.

Soient ¢ > 0 et & € IN. On a un rang ng tel que, pour n > ng, drp(fn, finy) < F57-

Pour la famille dense (xj), comme la famille {uo, ..., iy} finie est tendue, on a ny tel que
n

iU Bt} 2 1 g
n=1

Pour n > ng, on a alors :

n
(U 5 0))

n=

vV
=
3
VN
3/\
RO
L
oy
—
]
3
[N}

[
N
N——

%
£
v

AV

=

8
:/\
13

> 1—=.

N
En passant a lintersection K. = (] U B(xn, #), on obtient donc un ensemble relativement
k€N n=1

compact, pour lequel p,(K.) > 1 —¢e. On a bien une famille tendue. O

2.4 Théoreme de représentation de Skorokhod

Théoréme 44 (Théoréme) :
Si p, — p, alors il existe un espace probabilisé (2, F,P) et des variables X,, ~ p,, X ~ u
telles que X,, 25 X.

Corollaire 45 :

. . . . . . Lt
Si (X,,) est une suite de variables u.i., qui converge en loi vers X, alors X,, — X.
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3 Convergence en loi sur R, transformée de Fourier

3.1 Fonctions de répartition

Définition 46 (Fonction de répartition) :
La fonction de répartition de X réelle est F : ¢t — P(X < t). C’est une fonction croissante,

qui tend vers 0 en —oo et 1 en 400, continue a droite.

Lemme 47 :
Pour tout ¢ > 0, {t, Fx(t) — Fx(t7) > €} est fini, de cardinal < 1.

En passant a I'union pour les ¢, = %, I’ensemble des points de discontinuité est dénombrable.

Théoreme 48 :
On a I'équivalence entre :
1. X, —~ X,

2. Fx,(t) — Fx(t) en tout point t ou Fy est continue.

Démonstration. L’implication (1 = 2) découle du théoreme de Portemanteau. Si Fx est continue

en t, alors :

Pc(0]—o0, 1)) = Px({t}) = Fx(t) — Fx(t") =0,
donc FYy, (t) = Px, (]—00,t]) = Fx(t).

Pour I'implication réciproque, on pose pu, = Py, et u = Px. Pour tout ¢ > 0, ona M > 0

tel que p([—M, M]) > 1 —e. On peut en outre supposer que Fx continue en M et —M.

A partir d’un rang ng, on a donc |Fy, (M) — Fx(M)| < e et |Fx, (—=M) — Fx(—M)| <e. On
en déduit que p,([—M, M]) > 1 —3e. Quitte alors & augmenter la valeur de M, comme la famille
finie {po, - . ., ftng—1} est tendue, on étend la minoration par 1 — 3¢ a tout rang n. La famille (u,)

toute entiere est donc tendue.

Soit v une valeur d’adhérence de la suite. En réinjectant le sens direct, En tout point de
continuité de Fx et F, — donc sur R privé d'un ensemble dénombrable — on a F,(t) = Fx(t), or

les fonctions sont cadlag, d’ou F,, = Fk.

Comme p est 'unique valeur d’adhérence de la suite, on a bien p, — pu. ]

Corollaire 49 :
Si la variable X a une loi sans atomes, a densité par exemple, alors F'x est continue, et

X, = X ssi Fx, converge simplement vers F'x.

16



Lemme 50 (Théoreme de Dini) :

Si (F,) converge simplement vers F'y € C° alors la suite converge uniformément.

Autrement dit, si on a convergence en loi vers une variable a densité X, alors on a :

dKolmogorov(XmX) = HFXn - FXHoo — 0

3.2 Transformées de Fourier

Définition 51 (Transformée de Fourier d'une mesure) :

La transformée de Fourier de pest i : € € R — [ €®*du(z) € C. C’est une fonction continue,
R

et || < 1. Lorsque X est une variable aléatoire, on notera généralement ®x(¢) = E[e¥] sa

transformée de Fourier.

Lemme 52 (Transformée de Fourier et convolution) :
Pour deux lois p et v, la convolution u * v correspond a la loi de la somme de variables

indépendantes X ~ petY ~v. Ona uxv =X 7.

Proposition 53 :

La transformée de Fourier est injective.

Démonstration. Soit ,u ~ N(0,0?). Par théoréme de dérivation sous I'intégrale, 1i est dérivable,

Ex— _520'2

et Ogpu(§) f W\/ﬁ dz = —£0?71(€). En conséquence, fi(§) = e~ 2 .

Si on connait ji, on peut retrouver p,2 = p* N(0,0?). En effet :

(t—=)?

por(4) = [ La(t)* ey dtdp(x)
R2

- \/2—%Rf ]1A(t)N;(x—t)dtdu(x)
- ﬁ_%ﬁ[ (t)E{ ¢STIN 4 (€) dE dp(w) dt
- &7 f alt)e™ fe’g N1, (6) dE dt

_ mf]lA(t) Zf“() %(f)dfdt

Finalement, lorsque o2 — 0, on a la convergence en loi pi,2 — g, avec le lemme de Slutsky

par exemple. Autrement dit, si on connait fz, on peut en déduire u, d’ou I'injectivité. O]

Lemme 54 (Lemme de Slutsky) :
Si X, = X et Y, = c€R, alors (X,,Y,) = (X, ).

17



Lemme 55 :

(=5}

Pour tout § > 0, on a ,u({— ;

>IN
>N

}) <5 [0 =) de.

(=2}

Démonstration. Le terme de gauche est 'intégrale sur R de la fonction :

)

Lisz)>2 < 2 x (1 — sinc(dx)) = %/(1 — ) dg
=5

d’ou la majoration souhaitée par Fubini. O

Théoréme 56 (Théoreme de Lévy) :

On a p, — p ssi (i) converge simplement vers Ji.

Dans ce cas, la convergence de (f1,,) est localement uniforme.

Démonstration. L’implication directe découle du fait que x — e%* est continue bornée, a ¢ fixé.

Pour I'implication réciproque, on va utilise le lemme ci-dessus pour montrer la tension. Par

continuité de [, pour tout e > 0 il existe 6 > 0 tel que [¢| < ¢ implique |1 — z(§)| < e. On

5
en déduit |3 j(; (1 —7(8))de| < 2e. Comme i, converge simplement et est dominée par 1, a

)

LI —7m(€)de

-6

partir d’'un rang ny on a < 3e. Autrement dit, pour tout n > ng, on a

un({—g, g ) > 1 — 3e. La suite est tendue, donc en réutilisant 'injectivité de la transformée de
Fourier, et le sens direct du théoreme, on en déduit que p,, — p. O]

Corollaire 57 (TCL) :
Soient (A;) iid, centrées, de variance 1. Alors X,, = \/%7 YA =~ N(0,1).
i=1

Démonstration. On a : .
ox,(6) = @a(5)

- ()

~ N(§),
donc d’apres le théoréme de Lévy, X,, — N(0,1). O]

3.3 Bornes de type Berry-Esseen

On a établi des résultats de convergence. L’objectif de cette parenthese est d’expliciter la vitesse

de convergence.
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Lemme 58 :
La fonction k(z) = 1 (M) est une densité de probabilités, et i = (1 — €))7

T 2

Démonstration. On va procéder par transformée de Fourier-Plancherel inverse, bien définie comme

isométrie sur L2. En particulier, pour f € L2 N LY, I'inverse est donné par la formule :

1 T —1x
—%/f(f)e gdf-
R

—iz€

Dans notre cas, on peut vérifier que o= [ (1 —[¢])" d¢ = k(x). O
R

Théoréme 59 :
On considere X et Y réelles, et ®x et &y leurs transformées de Fourier. Si Y est a densité

f pour la mesure de Lebesgue, et || f]|cc < M < o0, alors pour tout 7' > 0 :

1 ) M
dica(X,Y) <+ /‘ x( )‘d£+24—

T T
Démonstration. Soit A(s) = Fx(s) — Fy(s). On veut majorer § = ||A||

A partir de la fonction k définie dans le lemme précédent, on pose kr(z) = T x k(Tz). On a
—_~ +
alors kr(§) = (1 - %) . On pose Ap = (kr x A) et 67 = ||Ar||

Montrons d7 > § — 1220 Soit s tel que A(s) > 6 — e approche ||A|| . Alors pour t > s on a
Aty >d—e—M(t—s). Sment n = S35 et so = s+ 1. Sur U'intervalle [s) — 1, so + 7] on a donc
A(s) > %55 — M(s — o), et en dehors de I'intervalle on a A(s) > —¢. On a alors :

Ar(so) = [kr(so—s)A(s)ds
R
[ Ekr(so—s)A(s)ds+ [ kr(so— s)A(s)ds

[s07] [so£n]®
> (0—e—Mn) [ kr(x)de =06 [ kp(z)da
[£n] (£n]°
Z 78 f I{JT dI -0 f /{ZT dl’
<) [£n]°

19




En passant a la limite € — 0 on a finalement :

or

I AVARLV]
| —
5™
S
F—g B
>~ (o
— H
&5 |
g e
—
5™
S
s
S—
o,
g

vV
N[>
|
A
& Jm
o
&

Autrement dit, on a § < 207 + 24%. Il ne reste qu’a majorer dr. On peut ici appliquer une

transformée de Fourier inverse :

o< g J|Be(e)| g
< 3 [|Fx(€) - Br(©[Fr()as
< & J|Fio - Fuo)as
< %j’:‘q’x(f)g@"r(ﬁ)’df'
-T

Remarque 60 (Application) :
Soient (A;) € L? centrées, de variance 1. On pose Mz = ]E[|A|3] < oo, et X, = \/iﬁ YA
i=1

Alors &y, (£) = exp(—% + O(%SB)) uniformément sur des intervalles [—n+/n,ny/n]. On a :

d§+0<%) . %/Te—f exp<O<Mg%>> -1 d§+0<%)'

£

’ e
dieo (X, N) < / <I>xn<§>£—e :

™

Comme |e* — 1| < |z]el*l, on majore la distance par :

o [ s (_52 ! O<M3’j_;>> hac OG) ) O(%> |

Il est prouvé que la constante du O(%) est plus petite que 3 (Feller), et plus grande que

—L_. Plus récemment, dans les années 2010, on a atteint 0.42 environ.

5

Lemme 61 (Convergence en loi et convergence des moments) :
En général, méme si tous les moments de X,, convergent vers ceux de X, on n’a pas pour

autant convergence en loi X,, — X.
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. E[X™ . s e s
Cependant, si %z" a un rayon de convergence non nul, la loi de X est caractérisée
n€lN )

par ses moments. Dans ce cas précis, la convergence des moments E[X*] — IE[X k} pour tout
n—oo

k € IN implique la convergence en loi X,, — X.
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4 Variables, processus et mesures aléatoires de Poisson

4.1 Variables de Poisson

Définition 62 (Variable de Poisson) :
Une variable de Poisson de parametre A > 0 est une variable aléatoire X € IN telle que
P(X =k)= e_k)‘k—’:. On note P(A) la loi correspondante.

Lemme 63 (Moments factoriels) :
k=1
On note X** := J] (X — ). Alors on a E[X*] = Ak,

i=0
En particulier, E[X] = Var(X) = .

La transformée de Laplace de X est ]E[eZX } — A1),

Proposition 64 (Loi des petits nombres) :
Soit X ~ B(n,2). Alors X,, — P(X).

Démonstration. 11 suffit de constater la convergence des transformées de Fourier :

B[efXn] = (1 n %(ei£ . 1)>n M)

Proposition 65 :

n n
Soit une famille de parametres (p;n),., tels que > p;, — A et S (pin)? — 0. Alors

1= =1

Xn = Zi: B(pin) = P(N).

=1

Démonstration. On pourrait prouver le résultat en travaillant sur les transformées de Fourier

comme précédemment.

Montrons la convergence en variation totale. La somme de lois de Poisson indépendantes est

une loi de Poisson. On a donc :

dyr(Xn, P(N) < dw(&,ﬁ;?(ﬁ))+dVT(P(A),P(iZn31p?))

1=

< iildw(l?(pﬁﬁ(p?)) +dvr (PM)’P(iilp?)) ’
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Comme on considere des variables discretes a valeurs entieres, pour tout parametre p, on a :

dvr(B(p),P(p)) = 35 X IP(B(p) =n)—P(P(p) =n)]

n)—
= 3(1=p—P(P(p) =0)| + Ip — P(P(p) = 1)| + P(P(p) = 2))
= S(eP+p-1)+E51—eP)+3(1—e?—pe?)
= p(l—e™)

IN

p

n
On majore ainsi le terme de gauche par Z(pm)2 — 0. Pour le terme de droite, comme on a

=1

Sp =" Din — A, les suites (P(P(S,) = k) — P(P(A) = k), sont dominées dans {*(IN) est la
=1

famille converge simplement vers 0, donc on obtient finalement dyr(P(S,), P(A)) — 0. O

Remarque 66 (Chen, 1970) :

n Z (pl,n)
On peut en fait montrer que dyr (Xm 73(2 pi’n>) < = .

i=1

Remarque 67 (Nombre de cycles d'une permutation) :
Soit o,, une permutation sur n éléments, choisie uniformément au hasard. On peut toujours

écrire o, de maniere unique sous la forme 794, 0 -+ 0 7, , avec i € [k].

En effet, dans ce cas i, = o0~ !(n). La permutation o, ; = 0, o 7,,;, laisse n stable, donc
peut étre vue comme une permutation uniforme sur [n — 1]. Par récurrence décroissante, on a

existence et unicité des i, pour k < n. En outre, 0,,_; est indépendante de i,, ~ U([n]).

On note C), son nombre de cycles. D’apres ce qui précede, a o, fixé, o, récupere un cycle

supplémentaire lorsque 7,, = n, avec probabilité %, sans quoi n vient s’intercaler au sein d’un cycle
n
préexistant. On a alors C,, = Z B(4). En conséquence, dyr(Cp, P(H,)) < 7 > 15 = O(ﬁ)
" k=1

Finalement, C,, suit une loi P(ln( )) asymptotiquement.

Proposition 68 (Principe de superposition) :
Soient (A;);c; une famille dénombrable de parametres, et X; ~ P();) les variables de Poisson

indépendantes correspondantes.

Avec la convention P(o00) L 6o, on a alors X = Y Xi~PA)ou A=)\

el el

Démonstration. Si A = 0o, alors par Borel-Cantelli, une infinité de X; seront strictement positifs

simultanément, d’ou X = oo p.s.

Sinon, on a X positive et E[X] = A < co. En conséquence, on peut calculer sa transformée
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de Fourier par convergence dominée :

Ul n

. i€ X; . - ie—1 i
]E[e’fx} =limE]|e kgl = lim H E[elgx’“} = lim H e’\k(e ) = e)‘<e 1) ,
k=1 k=1
donc X suit bien la loi souhaitée. ]

Proposition 69 (Principe de raréfaction) :
Soient X ~ P(A) indépendant des Y S p pour une probabilité (p;), . sur IN*. Alors les
X

variables X, := ) 1y, _; sont indépendantes dans leur ensemble, de lois P(Ap;).
k=1

Démonstration. 11 suffit de vérifier les lois marginales finies de la famille X. On procede par

transformée de Fourier :

N [ X N
iy & X 2 il 2 &ty =
Eje =t = [E et 7!

= E (1—#%])]-(6’@—1))

Jj=

@1 e _1)>

4.2 Processus de Poisson

Remarque 70 (Espace des trajectoires discontinues) :
On introduit 'espace de Skorohod des trajectoires discontinues, 1’ensemble des fonctions

cadlag sur R™ qu’on note D(R™). Il existe une topologie sur cet espace qui le rend polonais.

Définition 71 :
Un processus de Poisson d’intensité A est une famille (V;), telle que :
1. Ny =0,
2. pour tous 0 =ty < t; < --- < tg4, les variables (Nti+1 — Nti)0<i<d

suivent des lois de Poisson de parametres \(t;,1 — t;),

sont indépendantes, et

3. le processus est a trajectoires cadlag, donc pour tout w € Q on a t — Ny(w) € D(R™).
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4.2.1 Construction du processus
iid k
Soient (§;) ~ £(A) des variables exponentielles. On pose S, = > §;, et Ny = max{k € N, S, <t}.
=1
Le processus (IV;) est bien a trajectoires cadlag. Il reste donc a vérifier la loi du processus.

Lemme 72 :
On a N; ~ P(At).

Démonstration. On a Sy ~ ['(k, \) & densité -2 ),e*)‘xxk*I sur R, donc :

(k—1)!

t
= %([ Ae” de)d
0

= )\ke”\tbf (2_71)! ds
e—At
O
Lemme 73 :
Conditionnellement a {N; = k}, la famille (Si, ..., Sk) suit une loi uniforme sur le simplexe
Ak(t):{0<t1 <“'<tk<t}.
Démonstration. En faisant un changement de variables s, = > &;, on a :
1 k+1
]E[f(Sl, . ,Sk)|Nt = k’] = m ff(sl, ceey Sk)]lsk<t<sk+1 H )\67)\& dfl c. dfk—&—l
i=1
k
= ()\t'ke)\t J F($)a, ) () Ly oof(Ske1) T1 Ae M50 s disy g
i=0
- k'em)\ff $)La, (s )]1],5oo[(skJrl)e_Ask+1 dsdsyq
= B[ F(8)lauw(s ()\ X fe (¢ s’fﬂ)dskH) ds
= & [ f(8)la,m(s)ds,
d’ou le résultat souhaité. ]
Remarque 74 :
En conséquence, {Si,...,Sy,} peut étre vu comme un ensemble de cardinal X ~ P(\t)

aléatoire, et dont les éléments suivent tous des lois U; ~ U([0, t]) indépendantes.

Si on se fixe une subdivision 0 < t; < --- < 1,4, la variable Ny, — N;, | est le nombre de sauts
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X

Sy dans l'intervalle [t;_1,;], égal & > 1, <v,<s,. Par le principe de raréfaction, on en conclut
j=1

que (Nti — Nti—l)z‘ <g ot formé de lois de Poisson indépendantes, de parametres \(¢t; — ¢;_1).

4.3 Mesures aléatoires, nuages de points poissonniens

On veut désormais généraliser les ensembles de saut d'un processus de Poisson. On travaille pour

ce faire sur un espace polonais X.

Définition 75 (Espaces de mesures) :
On pose M*T (X)) I'ensemble des mesures s-finies sur X, c’est-a-dire de sommes dénombrables
de mesures boréliennes finies. On munit cet espace de la plus petite tribu qui rend mesurables

les évaluations p — p(A) pour tout borélien A € B(X).

On pose M**°™(X) I'ensemble des mesures atomiques, des sommes dénombrables de mesures
de Dirac d,. C’est un ensemble mesurable dans M* ", égala {p € M*T, VA € B(X), u(A) € N}.

Définition 76 :
Une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p € M1 (X) est une variable aléatoire M a

valeurs dans M?°™ telle que pour toute famille finie (Aj)j <, de boréliens disjoints, les variables

(M(A;)), e, suivent des lois de Poisson indépendantes, de parametres (u(A;)); ;-

Lemme 77 (Principe de superposition) :
Pour toute famille de mesures s-finie (y1;),.,; dénombrable, si les M; sont des mesures aléatoires
indépendantes d’intensités p;, alors M = " M; est une mesure aléatoire d’intensité pu = > 1;.
iel el
Démonstration. Soient Ay, ..., Ay mesurables disjoints et k1, ..., kxy € IN. Quitte a décomposer

la valeur de M en fonction de celles prises par les M;, par produit de Cauchy on a :

P(Vj € [N], M(Aj) = k;) = - >, P(Viel, Vje[N], Mi(A;) = ki)
ki’jij

= > ( [1 P(Viel, M(A;)=k,)

S ki g=k; \1<j<N
iel

= ]I Y. PMiel, Mi(A;) = ki)
1<GEN\ S ki y=k;
el
= I P(M(A;)=kj).

1<j<N

En outre, M(A) = > M;(A) 4p (Z ,ui(A)> par le premier principe de superposition. O

iel icl
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Théoréme 78 :
Pour tout p € M*T(X), il existe M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p. Ce

processus est unique en loi, qu’'on notera M AP (u).

Démonstration. Par le principe de superposition ci-dessus, il suffit de montrer I’existence lorsque

1(X) < 0o, puis de conclure pour u s-finie.

On considére alors 71 = —k= la mesure normalisée. On pose X, % 7 indépendantes, et
P

P ~ P(u(X)). Dans ce cas, M = ) 0x, est bien une mesure aléatoire d’intensité p. En effet,
n=1

je;’ par le principe de raréfaction, les M(A;) sont bien des

variables de Poisson de parametres p(X) x 7(A;) = p(A4;).

pour des boréliens disjoints (A;)

Pour 'unicité en loi, remarquons d’abord qu’on peut étendre le résultat précédent a des
familles de boréliens non-disjoints. Par exemple, pour deux boréliens A et B quelconques, on
peut considérer trois boréliens A\B, B\A et AN B disjoints a la place. En conséquence, on

connait la mesure par M des ensembles mesurables :
{N e M¥™ Vi <1, N(4;) = k;}

pour toute taille r € IN*, toute famille Ay, ..., A, € B(X) et ki,..., k. € IN.

Ces mesurables forment un w-systéme de M?*°™ donc par un lemme de classes monotones,

la loi de M est uniquement déterminée sur M**°™ et on peut la noter M AP(u). O

Proposition 79 (Formules de Campbell, cas positif) :
Soient M ~ MAP(u) et f : X — RT une fonction mesurable positive. On note M (f)

I'intégrale aléatoire de f contre la mesure M.

Alors M(f) est une variable aléatoire réelle positive, d’espérance E[M(f)] = u(f) et sa
transformée de Laplace est E[e ()] = exp(—p(1 —e/)).

Démonstration. Par convergence monotone, M (f) est limite croissante de M, (f), en considérant
M, ~ MAP(u,) pour une mesure u, finie. Si on montre le résultat dans ce cas, alors on
conclura que M (f) est bien une variable aléatoire réelle positive d’espérance yu( f) par convergence

monotone, et on obtiendra la transformée de Laplace souhaitée par convergence dominée.

On peut donc supposer p(X) < oo. On peut exprimer f comme une limite monotone de
fonctions étagées f,,. On peut a nouveau passer de f, a f par convergence monotone ou dominée

selon le cas.

k
Si f =) c;jla, avec des A; disjoints, alors M (f) est clairement une variable aléatoire réelle
j=1
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positive. On a E[M(f)] = Zk: c;E[M(A;)] = Zk: cii(Aj) = pu(f). De méme, on a :

j=1 j=1
k k K
Ele 0] =E|[] e‘c”'M(Aj)] = [[®[e V@] = [T e« 771 = et
j=1 j=1 j=1
On en déduit les résultats souhaités. ]

Proposition 80 (Formules de Campbell, cas intégrable) :
Soit désormais f € L'(X, n). Alors E[M(f)] = p(f) et E[e™)] = exp(p(e —1)).

Démonstration. Comme f est p-intégrable, on remarque avant tout que E[M (| f])] = p(]f]) < oo

donc f est presque-stirement M-intégrable.

Par les mémes arguments que précédemment, M (f) = M(f*)— M(f~) est bien une variable

aléatoire intégrable, d’espérance E[M (f)] = E[M(f)] — E[M(f7)] = p(f*) — pu(f~) = pu(f).

Pour des fonctions étagées, on a la transformée de Fourier souhaitée par le méme calcul que
pour la transformée de Laplace précédente. En général, on approche f par des fonctions étagées
fn dans L*(p). On en déduit que E[|M(f) — M(f,)]] < u(|f — f —n|) = 0. Quitte & extraire,
M(f,,) converge dans L'(PP) et presque-siirement vers M (f). Rappelons que |e® — e¥| < |z — 3],

donc lorsque f € L'(u), c’est aussi le cas de e/ — 1. Par convergence dominée on a :
E[eiM(f)} = lim]E[eiM(f”)} = exp(lim,u(eif" — 1)) ,

et |u(el —1) —p(el = 1)| = |p(e —e)| < p(|fn — f]) = 0. On en déduit le résultat
souhaité. [

Remarque 81 :

La loi de M est alors entiérement caractérisée par les variables M(f) pour les fonctions

N
étagées f = > cila,.
j=1

4.3.1 Propriétés de stabilité

Proposition 82 (Restriction d’une mesure) :
Si M ~ MAP(u) et Y C X mesurable, alors M(-NY) ~ MAP(u(-NY)).

Proposition 83 (Passage a I'image) :
Si f: X — Y est mesurable, la transformation f, : M**(X) — M*T(Y) est mesurable, et
préserve les mesures atomiques. Dans ce cas, si M ~ M AP(u) alors fu M ~ MAP(f.u).

28




Proposition 84 (Stabilité par marquage) :

Soit I une variable aléatoire & valeurs dans IN, et X; des variables aléatoires (pas forcément

I
indépendantes) telles que M = > dx, ~ MAP(u).
i=1

Soient (Y;) S 1/ des variables aléatoires sur un espace polonais Y, indépendantes de [ et de

I

X. Posons N =3 6x,y,)- Alors N ~ MAP(pn® ).
i=1

Démonstration. Soit f une fonction mesurable sur X ® Y. On a alors :
]E[e—N(f)] = E[]E [e—N(f)|], XH
— ]E |:H f e_f(Xi7y) d,u/(y):|
iel

_E {exp (_ (= In( [ e/C6 d,/@))))] .

el

Posons F(z) = —In( [ e /¥ dj/(y)). Cest bien une application mesurable et comme 1’ est
une mesure de probabilités, par I'inégalité de Jensen, on a F(z) > [ f(z,y)du/(y) > 0.

Par la formule de Campbell, on a :

Ble"0] = B[] = exp(—pu(1 - 7)) = exp (_ / 1—edue u’) ,

et ce résultat caractérise la loi MAP(u ® p'). O
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5 Convergence de processus continus

Notre but est ici d’étudier la convergence en loi dans le cas ol 'espace polonais est X = C°([0, 1])
ou bien X = C°(R™).

On montrera le théoréeme de Donsker, qui donne la convergence en loi d’une famille de processus
continus vers le mouvement brownien. Pour cela, on doit pouvoir montrer la tension d’une famille de

lois sur un espace X de fonctions continues, et donc mieux comprendre sa topologie.

5.1 Topologie des fonctions continues sur un métrique compact

Soient T un espace métrique compact et X = (C°(T, R), ||.||.)-

Proposition 85 :

L’espace X est polonais.

Démonstration. L’espace X est un espace de Banach. Si (f,,) est une suite de Cauchy, alors pour

tout t € T, (f,(t)) en est une, converge vers f(t). On peut alors établir la convergence uniforme

[Nl oo

de f, f . L’espace X est donc métrique complet.

En ce qui concerne la séparabilité de X, on va utiliser le théoreme de Stone-Weierstrass :
si on a une algebre A C X qui sépare les points, alors elle est dense dans X. Reste a exhiber
une telle algebre dénombrable. Comme 7' est métrique compact, il existe une suite dénombrable
dense (t,). On peut considérer A = Q[f;,i € IN] ou f;(x) = d(z,t;), d’ou le résultat. O

5.1.1 Parties relativement compactes

Définition 86 (Module d'uniforme continuité) :
Pour f € X et § > 0, on pose w(f,d) = sup |f(z)— f(y)|

d(x,y)<d

Remarque 87 :
Dans le cas général, par compacité et le théoréme de Heine, on a f € X ssi f est uniformément

continue ssi w(f,d) — 0.
0—0

Théoréme 88 (Ascoli) :

Soit F C CY(T) avec T compact. Alors F est relativement compacte ssi :

L. sup|/fll,, =M < oo,
fer
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2. supw(f, 5)
fer 0
Démonstration. Pour le sens direct, F est relativement compacte donc bornée pour la norme.
En outre, si la seconde propriété n’est pas satisfaite, on peut trouver une suite (f,) et € > 0
tels que w( fns %) > ¢. Quitte & extraire, par compacité, on a f € F limite de la suite. Pour
tout n € N, on a xz, et y, tels que d(z,,y,) < % et |fu(xn) — fulyn)| > €. Quitte a extraire
a nouveau, on a =, — z et y, — y. On a d(z,y) = limd(x,,y,) = 0 donc x = y, mais
|f(z) — f(y)| = lim|f.(z,) — fu(yn)| > €, une contradiction.

Réciproquement, supposons les deux points vérifiés. On fixe (¢;) dense dans T'. Par extraction
diagonale, de toute suite (f,) € FN, on peut extraire une sous-suite qui converge en tout point

tr. On note f(tg) la limite. C’est une fonction partielle, bornée par M aussi.

Montrons alors que (f,) est de Cauchy. Soit donc ¢ > 0. Il existe § tel que supw(f,0) < e
nelN

Par compacité de T, on a un rang K tel que T' C U B(t;, ). A partir d’'un rang N, pour tout

1 <i< K,onalf,(t;) — fm(t;)] < e. Pour tout £ E T, on at € B(t;,d) pour un certain i, et
done | fu(t) = fn(D)] < |fu(ti) = fin (i) |+ [fn(t) = fu(ti) |+ |fm(t) — frn(ti)] < 3¢. En conséquence,
| fr — finll < 3e, la suite (f,) est de Cauchy, donc convergente. O

5.2 Espace C°(T) dans le cas o-localement compact

Définition 89 (Espace localement compact) :

T est localement compact si tout point z € T" admet un voisinage compact.

Définition 90 (Espace o-compact) :

T est o-compact si T = |J K, est union dénombrable de compacts K.
nelN

Lemme 91 :

Soit T un espace o-localement compact. On a les propriétés suivantes :
1. T est séparable,
2. T a une base dénombrable d’ouverts relativement compacts,

3. T a une famille ezhaustive de compacts (K,) : la famille est croissante, et pour tout

compact K C T, on a K C K,, a partir d'un rang.

Démonstration. Admis. ]

Définition 92 (Topologie sur C°(T)) :

On munit C°(7T") de la convergence uniforme sur tout compact. Une base d’ouverts de cette
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topologie est donnée par les :

View = {9€CT), If = gl <}

avec K compact, € > 0 et f € CO(T).

De facon équivalente, on peut se restreindre aux € = % et aux compacts exhaustifs (K,).

Théoréme 93 :
1

L’espace C°(T)) est polonais pour cette topologie, avec d(f, g) = o min(l, lf—alle x )
nelN o

Démonstration. L’application d définit naturellement une métrique sur 1’espace. On peut vérifier

que d induit la topologie précédente. En outre, toute suite de Cauchy pour cette distance induit

des suites de Cauchy dans les espaces C°(K,), et on vérifie que la famille de limites obtenues se

releve de fagon unique en f € CO(T).

Pour tout rang fini, C°(K,) admet une famille dénombrable dense (g,,,). Par le théoréme de

Tietze-Urysohn, on peut prolonger chaque g, ., en f,n, € C°(T), avec les mémes bornes sur la

fonction, et on vérifie alors que la famille (f,m),, e €st dense. [

On veut désormais savoir quelles sont les parties relativement compactes de cet espace.

Théoréme 94 :
La famille 7 C C%(T) est relativement compacte ssi pour tout K C T compact, la famille
Frx = {flk, f € F} est relativement compacte dans C°(K).

Démonstration. L’implication directe se fait par continuité des projections 7 : C°(T) — C°(K).
Pour le sens réciproque, il suffit de constater que, si on a une suite (f,) € FX, par extraction
diagonale, on peut obtenir une suite convergente dans chaque espace C°(K,,), faire un recollement
des limites pour obtenir f € C°(T), et enfin vérifier que d ( Jom)s f) — 0. ]

Remarque 95 :

L’espace C(T') est en fait la limite projective des espaces C°(K,,).

5.3 Lois sur C%(T)

On consideére par la suite T un espace o-localement compact.

Définition 96 (Lois fini-dimensionnelles) :
Soit p une mesure de probabilité sur C°(T). Pour tous ty,...,t; € T, p induit une mesure

fy...t, SUr RY, la mesure image de p par la projection continue 7 : f + (f(t1),..., f(td)).
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Ces mesures images sont les lois fini-dimensionnelles de p.

Proposition 97 :

Si et v ont les mémes lois fini-dimensionnelles, alors = v.

Démonstration. On veut montrer que p = v sur la tribu borélienne de C°(T).

On introduit P le tiré en arriere de la tribu cylindrique sur R? via l’injection canonique
i felClT) — (f(t),r € RT. Comme P est engendré par les cylindres finis, qu'on peut
exprimer par des boréliens, on constate que P C B(C(T)).

Comme p et v coincident sur les cylindres finis par hypothese, u|p = v|p.

Reste a vérifier I’égalité entre ces deux tribus pour conclure. Il nous suffit de justifier que

Vierx € P. Cela découle de I'écriture :

View =N {g, F(t) — g(t)] < njla}.

n>1kelN

Corollaire 98 :

Sous réserve d’existence d'un pré-MB a trajectoires continues, il est unique en loi sur C°(R ™).

5.4 Criteres de tension

Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas compact.

Proposition 99 :
Soient T' o-localement compact, et P C M'(C°(T)) une famille de mesures de probabilité.
Alors P est tendue (relativement compacte) ssi pour tout K compact, les restrictions Py sont

tendues.

Démonstration. Le sens direct découle de la continuité de la projection mx : CO(T) — C°(K),
qui induit naturellement 7 : M*(C*(T)) — M (C°(K)) continue.

Pour le sens réciproque, on fixe une suite de compacts (K,) de T exhaustive. Pour tout
e > 0, pour tout rang n € N, par tension de Pk, , on a une famille Ag, C C°(K,) relativement

compacte, telle que sup ,u(Aﬁ(n) < 5
HEPK,

On pose alors A = () 7y (Ag,). C’est un ensemble relativement compact car chacune des

nelN
projections sur un compact K est moralement incluse dans une famille Ax, par exhaustion, et
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que cette famille est relativement compacte. En outre, sup u(A¢) < > sup ,u(A%n) < 2e. En
HEP nelN pePk,,

conclusion, P est tendue. O

En particulier, pour vérifier qu'une famille de lois sur C°(R™) est relativement compacte, il suffira

de montrer que les familles de restrictions a C°([0, ¢]) sont tendues pour ¢ € R*.

Théoréme 100 :
Soit T' compact. La famille P € M (C°(T))) est tendue ssi :

Losup p({f, [[flloc = M}) — 0,
LEP M—o0

2. Ve >0, sup({f, w(f,d) >¢e}) — 0.
UEP d—0

Démonstration. Pour le sens direct, on fixe €. Par tension de la famille, on a un relativement
compact A. C C%(T) tel que u(AS) < e. En outre, en appliquant Ascoli a cette famille A., les
propriétés considérées sont toujours vraies a partir d'un rang. Ce résultat étant vrai pour tout

g, on en déduit la convergence souhaitée.

Pour le sens réciproque, considérons encore € > 0. Il existe M tel que le premier critere est
majoré par 5. Pour tout n € IN, il existe 0, tel que le second critere est majoré par s (avec
€= % dans la formule en question, sans rapport avec le £ de la preuve).

On pose alors :

A= {101 < Mz 1 wtr0) < 1)

C’est un ensemble relativement compact par Ascoli, et pour tout u € P, on a u(A€) < e. O

Corollaire 101 :
En exploitant le module d’uniforme continuité sur le compact, on peut remplacer de fagon

équivalente le premier critere ci-dessus par :

peP o0

pour un point x € T' fixé quelconque.

Cette caractérisation équivalente est peu pratique a utiliser car le critere est difficile & montrer. En
pratique, on va utiliser des conditions suffisantes, plus simples a mettre en évidence, qui impliquent

la caractérisation précédente.

Théoréme 102 (Critere de Kolmogorov-Chentsov) :

On se place ici sur I'espace métrique compact [0,7] C R™.

Soit (X,,) une suite de variables dans C°([0,77]). Si la suite de variables réelles (X,,(0)) est
tendue, et que E[|X,(t) — X,(s)|] < CJt — s|” (avec a > 0, b > 1 et C' > 0) pour tout n € N,
alors (X,,) est tendue.
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Démonstration. Faisons ici la démonstration dans le cas a > 1.

La premiere hypothese permet directement de satisfaire la premiere condition. Pour satisfaire

la seconde condition, quitte a faire un changement d’échelle, on peut supposer que T' = 1.

k__ . .
On introduit les variables &, = 2Sup1 ‘Xn(’;—kl) — Xn(Qik) ! Par hypothese, on obtient :
i=0

2k 1 . .
“ i+1 i
eleid = 3 e [0 (50) % (3)

Si |s —t] < 5%, alors | X, (s) — X,,(t)] <2 &, En conséquence :
i=k

a b
} < 2k x 0(;—k> — 2kt

2k

5 sup |Xn(8)_Xn(t)|a S 2 ZE[&I,Z]
|s—t|<ok = a

< 22”571,1“&
1>k l
< ory ()

1>k 27 a

- o).

En d’autres termes, & [w (Xn, Qik)a}

I

O
—

%)

>
=

E
SN—

Par inégalité de Markov, P (w (Xn, i) > 8) = O(m), uniformément en n, donc le second

criteére est vérifié. ]

Remarque 103 :
Dans le cas 0 < a < 1, on doit exploiter des relations du type E[|X + Y] < E[|X|*]|+E[]Y]“]
plutdt que des propriétés de ||. ||,

Théoréme 104 (Donsker) :
Soient (A,)

par morceaux :

nen des variables iid centrées réduites. On définit le processus continu et affine

Lnt]
1
c™ (t) = % A; + {nt}ALntHJ )
i=1

ot {x} = 2 — | x| est la partie fractionnaire. Alors C™ — B converge en loi vers le mouvement

brownien B, 'unique processus continu qui est un pré-MB.

Démonstration. On va ici faire une preuve dans le cas de variables L*, avec E[A?] = M, < cc.

On va d’une part montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles, et d’autre part la

tension de la famille via le critere de Kolmogorov.
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|nt]
On peut décomposer C™ = D™ 4+ R™ avec D™ (t) = \/iﬁ > A;. Pour le terme de reste, on
i=1

a naturellement R () L5 0. On a alors :

(C(n) (t1)7 C(n)(tQ) - C(n) (tl)v e ) = (D(n) (t1)> D(n)(t2) - D(n)(t1)7 e )
+ (R™(t1), R™(ty) — R™(ty),...).

Le vecteur en R converge en probabilité vers 0. Les coordonnées de D sont alors indépendantes
deux a deux par construction, et chacune converge en loi vers la gaussienne souhaitée par le

TCL. On en déduit bien la convergence des lois fini-dimensionnelles de (C(”)) vers un pré-MB.
On a toujours C' (”)(O) = 0, donc la premiere partie du critere de Kolmogorov est satisfaite.

Reste a justifier 'autre partie du critere pour obtenir la tension. On va le montrer grace aux

moments d’ordre 4, avec a = 4 et b = 2. Soient donc s <t € R™".

[nt]
Sit—s>21 onaCM(t)—CM(s)= A—fl + {n_\/gALntHl + L\/%S}ALMJH. Les variables
k=|ns]+2
(Ay) sont indépendantes, donc on peut majorer le moment d’ordre 4 de la somme par :

[nt] 212 2
S Mi M <LntJ - LnsJ)E[A P _ O((LntJ — [ns)) ) _o((t— ),

2 n? 2 n? n2
k=|ns]+2

uniformément en n.

Sit—s < % on distingue deux cas, selon si ¢ et s tombent dans la méme subdivision ou dans
deux subdivisions consécutives. Si on tombe dans le méme pas de la subdivision, on a directement
CM(t) — O0M(s) = "(t—\/%s)Ak < V/t — sA;, donc on majore le moment d’ordre 4 par My(t — s)%.

Pour deux subdivisions consécutives, on conclut par un calcul similaire.

On peut donc appliquer le critere de Kolmogorov. La suite est tendue, admet une unique
valeur d’adhérence par convergence des moments fini-dimensionnels, donc converge en loi vers
B. Ceci garantit au passage [’existence de B, dont on avait jusqu’ici uniquement justifié I'unicité

sous réserve d’existence. ]

Remarque 105 :
Pour obtenir une convergence en loi, on a réellement besoin de la tension de la famille, la

convergence des lois fini-dimensionnelles ne suffit pas.

Considérons par exemple X,(t) = min(l,n x |U —t|) ou U ~ U([0,1]). La limite des lois
fini-dimensionnelles est toujours le vecteur constant égal a 1. Si X,, convergeait en loi, sa limite
serait X = 1. Cependant, f — min(f) est une application continue, et min(X) = 1 n’est pas la

limite en loi de min(X,,) = 0.
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5.5 Applications du théoreme de Donsker

Lemme 106 (Critere raffiné de convergence en loi) :
Soit 7, une suite de mesures de probabilité sur un espace polonais X, qui converge en loi

vers m, et h : X — Y une transformation mesurable.

Si il existe A C X tel que 7(A) =1 et h continue sur A, alors h,m, converge en loi vers h,.

Démonstration. Soit D 1’ensemble des points de discontinuité de h.

Si F est fermé, alors D¢ N h=Y(F) C h™'(F). En effet, si x € h=1(F) n’est pas dans D, on
peut en particulier approcher x par (z,,) € h~1(F)N. Comme x est un point de continuité et que

F est fermé, en particulier f(z) = lim f(z,) € F, d’ou I'inclusion.

On peut alors appliquer le théoreme de Portemanteau. Pour tout fermé F° C Y, on a
T homo(F) = Tmm, (h"Y(F)) < mwn(fﬂ(m < w(/rl(F)) = 7(h"\(F)), dot enfin la

convergence en loi souhaitée. ]

Proposition 107 (Loi de l'arcsinus) :
Soit B un MB usuel, et T' = sup{t € [0, 1], X; = 0}. Alors T" a la densité + ou de

ny/z(1—2)’
facon équivalente :

P(T <t)= 2 arcsin(\/E) .

- s
Démonstration. Pour ce faire, on peut étudier le dernier passage en 0 d’une somme de variables

y k
U, U({£1}), de fagcon combinatoire. On pose Dy, = max{k € [0,2n], Xy := > U; = O}, et
i=1
on s’intéresse a la loi de %.
Lorsque Dy, = 27, on a Xy; = 0, puis on part d'une nouvelle marche aléatoire initialisée en 0,
pour laquelle on veut que le premier temps de retour en 0 soit strictement supérieur a 2(n — 7).

Par propriété de Markov faible :

P(Dyy = 2j) = P(Xy; = 0) x P(X1 #0,..., Xom—j) #0) .

Par un principe de réflexion, appliqué a I’étude du premier temps de retour, on peut montrer
que le terme de droite est égal a ]P(Xz(n_j) = O).

Admettons pour I'instant que P(7' < ¢) = lim P(£2 > ¢). Alors en utilisant la bonne version
n—oo
t
. 7. . . . 9 ‘2 1 ) N
de Stirling, on obtient des sommes de Riemann, qui approchent I'intégrale of e e dz, d’ou
la loi souhaitée sur T
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A priori, dans le cas général, 'application A qui a f associe son dernier passage en 0 n’est
pas continue. Par exemple, f,(x) = % converge vers 0 uniformément, mais 2(0) = 1 n’est pas la
limite des h(f,) = 0. On peut cependant montrer la convergence en loi de h(C™) ver h(B), ou

C™ sont les marches aléatoires renormalisées, pour appliquer le lemme précédent.

En effet, on peut montrer que le mouvement brownien B est presque-siirement sans zéros
isolés sur [0, 1]. En particulier, son dernier zéro T est un point d’accumulation a gauche, dans
I'intervalle |0, 1[, et prend des valeurs du signe opposé au signe (constant) sur |h(x), 1], et ce
arbitrairement pres de 7. Dans une boule By _(f, ) assez petite, on peut en particulier garantir

que T'(g) est e-proche de T'(f), ce qui garantit enfin la continuité presque-stire de h en B(w). O

On peut également montrer le résultat directement grace aux symétries du mouvement brownien,
sans passer par les symétries de la marche aléatoire, car alors T' < w ssi le premier passage en 0 de
B apres u est au moins 1.

Proposition 108 :
Soit B le MB usuel. On pose S; = sup B,. Alors (25 — B) 4 Bessel(3) a la loi de la norme

u€(0,t]
d’un mouvement brownien sur R3.

6 Processus discontinus

Définition 109 :
On pose D(I) 'espace des fonctions cadlag sur [.

On aimerait trouver une topologie sur D(I) qui rend espace polonais. On commence par étudier
le cas I = [0,7]. On a précédemment caractérisé la continuité sur un compact par son module
d’uniforme continuité. On va par la suite introduire une notion similaire dans le cas de processus

discontinus.

6.1 Caractérisation des fonctions cadlag

Définition 110 :
Posons w(f, J) = sup|f(s) — f(t)| sur 'intervalle J, et :

s,ted
/ o : d . .
wi(f,0) = 0:t0<t112£<td:T r?:alxw(f, (b1, til)
tiy12>ti+0

Autrement dit, avec w on regarde 'amplitude des variations sur un intervalle J, et avec w’ on
regarde I'amplitude minimale parmi les intervalles induits par des subdivisions de pas au moins

égal & d. Par définition, § — w'(f,d) est décroissante.
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Proposition 111 :
On a f cadlag ssi w(f,d) — 0.
6—0

Démonstration. Pour le sens direct, il nous suffit de montrer que pour tout ¢, il existe une
subdivision e-adaptée, pour laquelle w(f,[t;—1,t;[) < € sur chacun des intervalles. Soit U le
supremum des ¢t € [0,7] pour lesquels il existe une subdivision de [0,¢] qui est s-adaptée. En
particulier, on sait que U > 0 par continuité a droite en 0. Si U < T, on peut trouver un 6 > 0
pour lequel U +6 < T et w(f,[U,U + d[) < € par continuité a droite, et w(f, [U — 6, U[) < € par
limite a gauche. Par définition de U en tant que supremum, il existe une subdivision e-adaptée
qui dépasse U — 4. Quitte a tronquer cette subdivision en U — d, et a ajouter les intervalles
U —6,U[ et [U,U + ¢[, on obtient une nouvelle subdivision e-adaptée, qui atteint U + 6 > U.

C’est une contradiction, donc nécessairement U = T'.

Réciproquement, si w(f,d) — 0, on a en particulier des subdivisions e-adaptées pour tout

e > 0. En partant d’une subdivision e-adaptée, pour tout s € [0, 77, il existe donc (s, ) tel que

sup |f(t) — f(s)] < e, et sup |f(t)— f(t')] < e. Sis est un des points de la subdivision,
t€[s,s+4] t,t'€]ls—4,s|

prendre le pas de la subdivision convient, sinon on considere la distance de s a ladite subdivision.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, f est bien continue a droite en s, et vérifie une propriété de

Cauchy sur un voisinage a gauche privé de s, donc est limitée a gauche en s : f est cadlag. [

Corollaire 112 :
Si f est cadlag sur [0,77, alors || f]|,, < oo et f admet un nombre au plus dénombrable de

discontinuités.

Démonstration. Pour le premier point, remarquons que en prenant une subdivision e-adaptée,
alors || f|l, < max®,|f(t;)| +¢& < oo.

Pour le second point, on montre plus fortement que pour tout seuil ¢, il existe un nombre
fini de discontinuités plus grandes que €. En effet, si on note Dy, ces points de discontinuité,
alors Dy . est nécessairement inclus dans I’ensemble fini des pas d’une subdivision 5-adaptée par

exemple. On a alors I'ensemble des discontinuités Dy = |J D, 1 fini ou dénombrable. []
nelN "

Définition 113 (Distance sur D(I)) :
On note Homeo' T'ensemble des homéomorphismes strictement croissants sur [0,77]. Cet

ensemble est en particulier stable par passage a 'inverse.

On pose alors d(f,g) = min  max(||f —go v, [lv—Id][,)

Y€ Homeo™
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Lemme 114 :
L’application d est une distance sur D([0, 7).

Démonstration. Pour la symétrie, il suffit de remarquer que composer par un homéomorphisme

ne change pas la norme |||, donc |[¢ — Id|| = |t —Id| et :

If—gotlle=|fov™ =gl

Quitte & utiliser la bijection 1 +— 1! sur Homeo™, on passe alors de d(f,g) a d(g, f), d’'ot la

symétrie.

Pour l'inégalité triangulaire, on remarque par exemple que :

12 0 by — 1d|| o < [Jth2 0 Y1 — Unl| o + [t — 1d| o = [[ih2 — 1d]| + [[¢1 — 1d]|

et de méme pour 'autre terme. Comme le maximum de la somme est plus petit que la somme
des maxima, en prenant ¢, et ¥ qui approchent d(f, g) et d(g, h) a € pres, on peut alors majorer

par :

d(f,h) <max(||f —hotyoth|, |20 —1d| ) < d(f,g) +e+d(g,h)+¢,

d’ou 'inégalité voulue pour £ — 0.

1

Si d(f,g) = 0, alors naturellement, on a v, € Homeo™ qui approche d(f,g) a - preés. Par

continuité a droite de f en ¢, pour tout € > 0, on a § > 0 tel que |[f — f(t)|| o 1 i50 < €, b de
méme pour g.

On peut supposer qu’on a ¥,(t) > ¢ une infinité de fois. Si ce n’est pas le cas, quitte a
remplacer la suite (¢,) par (¢, ') et & intervertir f et g, on obtient la propriété. Quitte a

extraire, on se ramene donc a ¥, (t) > t pour tout rang n.

Dans ce cas, a partir d'un certain rang, ¥,(t) € [t,t + 0] par convergence uniforme vers

'identité, et donc |g o ¥, (t) — g(t)| < . Par convergence uniforme de gow,, vers f, on a finalement
1F(#) =g < If =90 ¥nlle + 190 ¢n(t) — g(t)] < 2¢ & partir d'un rang, d'ou f(t) = g(t). [

Remarque 115 :

Sur cet espace, ’addition n’est pas continue.

Démonstration. Avec T = 2, f, = ]I[O’L_l[ et g, = ]I[LH )

gn — g = Lpg. Cependant, f+g =1 et d(f, + gn, f+9) > 1 car f, + g, visite forcément 0 a

> on vérifie que f,, — f = L[ et

un moment ou & un autre. ]

Remarque 116 :

La distance d ne rend pas 'espace complet.

40




Démonstration. Soit f, = ]l[o Ll C’est une suite de Cauchy pour d, mais elle ne converge pas.
’2n

En effet, on peut montrer que la convergence pour cette topologie implique la convergence L!,

et || full; = 0, mais d(f,,0) > 1. O

Proposition 117 :
L’espace (D([0,T]),d) est polonais.

Démonstration. Commencons par montrer la séparabilité de la topologie. Pour cela, on peut
toujours approcher f par des fonctions en escalier, a valeurs dans @, et avec un nombre fini de
sauts dans Q N [0, 7.

Pour la complétude, considérons d'(f, g) = I}nf N max (|| f —go |, ||Y] ) avec la norme
weHomeo
opérateur |[¢||,; = sup ‘ln(%ﬁ’(s)ﬂ € R*, qui maximise le logarithme de la pente des
s<t€[0,T]
cordes de la courbe. On peut vérifier que ||.||; induit une distance dp (¢1,v2) = ||t 0 ¢35 || sur

Homeo™, dont on déduit que d’ est bien une distance sur D([0,T7).

On va d’une part montrer que d et d’ correspondent a la méme topologie, et que d' est
complete. Notons qu’on a d’abord introduit d car cette distance est plus naturelle, plus aisée a

manipuler en pratique.

Notons que [1)(t) — t| = || x ‘% - 1‘ donc ||y —1d|| , < T(el¥lx —1). En conséquence,
sid(fn, f) — 0, alors d(f,, f) — 0.
n—oo n—oo

Le sens réciproque, assez naturellement, est moins aisé, et on n’a pas de majoration explicite,
ce qui nous donnerait une équivalence entre les suites de Cauchy pour d et d’, ce qu’on cherche

précisément a éviter.

Supposons que d(f,, f) — 0. On a des homéomorphismes croissants 1, qui convergent
n—oo
uniformément vers l'identité, tels que || f, — f o ¥,]|, — 0.

Soit (ti),<;<4 une partition e-adaptée pour f. On pose 6, : ¥ Y(t;) — t; qu’on prolonge
de facon affine par morceaux. On a naturellement ©,, € Homeo™, et comme elle est affine par
morceaux, maximiser le logarithme des pentes des cordes revient juste a prendre le maximum

des logarithmes des pentes de chaque morceau affine. En clair :

— 0,

d
1©nll;; = max —

1[1( t@'+1 — 1 )
i—1 Ut (tigr) — v t(ts)

car on a la convergence de 1), (t) vers ¢t ponctuelle sur chacun des pas de la subdivision, donc a

fortiori convergence des pentes vers 1 sur chacun des d morceaux affines.

Onaalors || f,, — foOull < |fo — fotnll+If ot — foB,]. Le terme de gauche tend
vers 0 par hypotheése. Pour tout s € [, (t;), ¢, (tis1)[, on a ¥,(s),0,(s) € [t;,tiv1] et donc

n n

|fown(s) — foOu(s)| <e car (t;) est e-adaptée. Le terme de droite est donc majoré par .

41



En conséquence, si d(f,, f) — 0 alors d'(f., f) — 0. Les deux distances définissent bien la

méme notion de convergence, donc la méme topologie.

Reste a justifier la complétude de d'. Soit (f,), o de Cauchy pour d'. Quitte a extraire g de

f, on suppose que d(gn, gni1) < 2% Pour tout n, on a ©,, € Homeo™ telle que ||0,]|, < 2%

On pose Yy, = O 0004 y. Ak fixé, on vérifie que (@Z)k,n)nem est une suite de Cauchy pour
|.]l, donc converge uniformément vers 1, continue, et |1l ; < 55 < oo, donc ¥y, € Homeo™.

En outre, la suite converge vers l'identité, et O o 1 = Yy.

On donc ||gk © ¥ — grs1 © Vi1l o, < Qik La suite (gi © ¢x) e converge donc uniformément
vers une limite g. En particulier, g est cadlag en tant que limite uniforme de fonctions cadlag.

Dans ce cas, on a d'(gg, g) — 0, d’ou finalement la convergence de la suite de Cauchy initiale. []

6.2 Théoréeme d’Ascoli sur D([0,7])

Théoréme 118 (Ascoli) :
Soit F C D([0,T]). Alors F est relativement compacte ssi :

1. M = sup||fll.. < oo,
feF

2. supw'(f,6) — 0.
feF 6—0
Démonstration. On va seulement montrer 'implication réciproque. Il nous suffit de montrer que

F est d'-précompacte, pour conclure par complétude.

Soient f € F et (ti),<;<4 une subdivision e-adaptée, d-espacée, ot le §(¢) ne dépend pas de

la fonction f choisie.

On peut modifier la subdivision en s’alignant sur des points s; € {Z%T, n < 2"3}. Si © envoie
s sur t, prolongée de facon affine par morceaux, alors les pentes de © sont toutes comprises

) 5
T T
R A

dans l'intervalle [ } . En particulier, pour k assez grand, on peut garantir ||O||, <e.

On approche alors f o © par une fonction g constante sur chaque intervalle [Z%T, ”2—*,;1 [, a
valeurs dans ¢ x [—2*, 2], de sorte que || f 0o O — g|| . < 3+, dou d'(f,g) < 3¢ pour k assez

grand.

A k fixé, il n’existe qu’un nombre fini de telles fonctions g, donc pour tout € > 0, on a une

famille finie de boules de rayon 3¢, centrées en les fonctions g, qui recouvre F. La famille est

donc bien précompacte. O
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6.3 Criteres de tension dans D
6.3.1 Caractérisation des lois sur D([0, 7))

Dans le cas continu, la loi 7 était entierement caractérisée par les projections fini-dimensionnelles

Ty = Ty <oty 10k, 0 f = (f(ti)),<;<q 1'est pas continue, ce qui complique la tache.

Lemme 119 :

L’application 7y est mesurable.

Démonstration. Pour montrer la mesurabilité de cette application, il suffit de montrer qu’elle

est mesurable coordonnée par coordonnée, donc on se ramene au cas m; avec t € [0, T1.

Sit =0 out = T, par définition de la topologie, nos homéomorphismes dans Homeo™

envoient 0 sur 0 et 17" sur 7', donc my et mr sont continues.

t+e
Si ¢t < T, par continuité & droite, on a m(f) = f(t) = lim [ f(s)L =: m.(f). On a donc
t

m = limm, .. Il suffit de montrer que les applications m; . sont continues pour qu’elles soient
e—0
mesurables, et donc leur limite m; aussi.

Soit (f,) qui converge vers f. On a donc des homéomorphismes 1, € Homeo™ tels que

|t . Yt (t+e)
an - fO@DnHoo — 0 et HwnHH — 0. On a 7rt,E(fn) =z f fn(s) ds = z f fn O%Zlgn(u) du
t on (1)
avec le changement de variable s = ¢ !(u), donc ds = g,(u)du pour une fonction g, dont les
pentes sont dans [e~Vnllu elvnlx] En conséquence, on a bien ;. (f,) — T (f). O
Lemme 120 :

Si f est continue en t, alors m; est continue en f.

Démonstration. Si (f,) converge vers f, alors | f,,(t) — f(t)| < ||fo — f ol o+|f o wn(t) — f(T)].
Le terme de gauche converge vers 0 par convergence de la suite (f,,), celui de droite par continuité

de f en t. O]

Lemme 121 :
Soit p une loi sur D([0, 7). On pose D, = {t € [0,T], u({f, f discontinue en t}) > 0}. Alors

cet ensemble est au plus dénombrable.

Démonstration. Onpose D, 5. = {t € [0,T], u({f, |f(t) — f(t7)| > 6}) > }. L’ensemble D, est
une union dénombrable de tels ensembles, donc il nous suffit de montrer que chaque tel ensemble
est fini.
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Supposons D, 5. infini, qui contient une suite (¢,,) injective. On a alors :

n({f,

f(tn) — f(t;)‘ > § pour une infinité de n}) = u(ﬂ U {f, |f(tm) — f(t;)‘ > (5}) ,
n>1m>n

et cette mesure est limite décroissante des mesures aux rangs n finis fixés. Pour chaque valeur de

n, la mesure du terme a l'intérieure est au moins ¢, donc la mesure limite aussi. Ceci contredit

le fait que, pour toute fonction cadlag, le nombre de discontinuités au seuil § est fini. O

Lemme 122 :
Une loi p sur les fonctions cadlag est déterminée par ses lois fini-dimensionnelles, a I’exclusion

éventuelle d'un ensemble dénombrable d’instants D.

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas continu, via 1’égalité entre la tribu
borélienne sur D([0, 7)), la tribu produit sur RI%’) et 1a tribu produit sur RITN\P, O]

Théoréme 123 :

Soit () une suite de mesures sur D([0,77). On a équivalence entre les propriétés :
1. (u,) converge en loi vers une probabilité u sur les fonctions cadlag,

2. (un) est tendue, et il existe un ensemble D C [0,7] dénombrable, tel que pour toute

famille ¢y,...,tq € [0,T]\D, on a convergence de la loi fini-dimensionnelle 77, fu,.

Démonstration. Pour le sens direct, (pu,) converge en loi vers p, donc la suite est tendue.
Par les lemmes précédents, on a un ensemble D, dénombrable d’instants en dehors duquel
wu({f continue en t}) = 1. Pour un tel ¢, on a m; continue sur un ensemble de mesure 1, d’ou

Tt pfln — Tyt On procede de méme pour -

Pour le sens réciproque, il suffit de remarquer que pour toute sous-suite convergente, on
a les mémes lois fini-dimensionnelles a la limite, a I'exclusion d’une famille dénombrable de
parametres, d’ou 'unicité de la valeur d’adhérence en loi, et donc la convergence de la suite par

tension. ]

6.3.2 Criteéres de tension sur D([0,77)

Théoréme 124 :

Une famille P de lois est tendue ssi :
supu({lf]l = M}) — 0,
ueP M —o0

2. sup u({w'(f,d) > e}) — 0 pour tout € > 0.
MGP 6—0t

Idée. On adapte les arguments du cas continu, en combinant Ascoli et Prohorov. O]
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Remarque 125 (Cas des processus de Poisson) :
Un processus de Poisson d’intensité A est un processus N cadlag, de sorte que pour tous
instants t; < --- < t4, la famille (Nt17 Niy — Niyy ooy Ny, — Ntd—l) est constituées de variables de

Poisson indépendantes, de parametres A(t;.1 — t;).

D’apres ce qui précede, sous réserve d’existence, ce processus est unique en loi dans D([0,7)

puisqu’on connait ses lois fini-dimensionnelles.

Lnt]
On se rameéne au cas 7' = 1. Soit X, ) = Z 1y, <A Par construction, les (X m _ X,f"))

tit1 i

tisa - X" = B(L”tiﬂj — [nt;], 2) = P(A(tiy1 — t;)) par la loi

des petits nombres vue précédemment.

sont indépendants & n fixé, et X"

Si on montre la tension de (X (”)), alors on aura bien sa convergence en loi vers le processus
de Poisson d’intensité A\. Remarquons que HX (")Hoo = Xl(") ~ B(n, %) Cette famille converge

en loi vers P()), elle est tendue, donc a fortiori sup ]P(HX(”) H > M) m 0.
nelN & —

On regarde maintenant la loi des sauts de X ™, conditionnellement & X = k. Ces sauts ont
lieu en des instants { 1<i< n} L’ensemble des sauts est uniforme parmi les ( ) possibilités.
Si on a deux temps de saut espacés au plus de 9, cela revient a choisir (k 1) temps de saut
quelconques, puis de choisir le dernier parmi les dn points a droite d'un des & — 1 points déja
choisis. Autrement dit, la probabilité d’avoir deux sauts espacés de moins de d conditionnellement

a X™ = k est majorable par :

Gl O Y e Y RS UM el S WRY
(”) n—k+1 n—=~r-=

k

et donc la probabilité qu’il y ait deux sauts espacés de moins de 9, en oubliant le conditionnement,

est majorée par § Y k3]P(B (n, %) = k) Comme la loi de Poisson admet un moment d’ordre 3
kEN

fini, on peut majorer la somme indépendamment de n, et donc la limite pour 6 — 0 est bien 0.

6.3.3 Critere de Kolmogorov discontinu, applications

Théoréme 126 (Critere de Kolmogorov discontinu) :

Soit (X (”)) une suite de processus cadlag. Si :

1 Jasuite (||X®)]| ) st tendue,
L ne

2. il existe des constantes C' > 0, a > 0 et b > 1 telles que, pour tous r < s <t € [0,7], on

a Tinégalité ]EHXt(”) X ’Xé”) ~x™ ] <l —rl,
alors la suite (X (”))ne]N est tendue.
Démonstration. Admis. O]
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Proposition 127 (Donsker discontinu) :
Lnt)

Soit Xt(") = L 37 Ay, avec (A) est variables iid centrées réduites. Alors on a X (™ o)
k=1

=
le processus converge vers un pré-mouvement brownien a trajectoires cadlag.

Démonstration. Pour la tension, il suffit ici de remarquer que :

t—r)?.

S

]E“Xt(") ~ x| x e X(n)ﬂ _lntl = ns] Ansl = o)

S s n n

On peut donc appliquer le critere de Kolmogorov discontinu. ]

Remarque 128 :

Avec le méme argument que pour Donsker, si Uy, sont des variables iid de loi ¢([0, 1]), alors
[nt]
XM =3 1y, <» induit une suite tendue.
k=1 -

6.4 Cas de D(R™)

Remarque 129 :

On aimerait obtenir une topologie projective sur D(R™).

Autrement dit, on veut une topologie sur D(RY), telle que fr — f ssi m2°(fx) — 72°(f),
avec un systéme de projections 72°D(R') — D([0,n]) et a2 : D([0,n + 1]) — D([0,n]) tel que

n
[e.9]

T

= mittom |, de sorte que le diagramme associé soit commutatif.

Remarque 130 :
Les projections naives m,(f) = f|jo,,) ne sont pas adaptées, car la convergence de (7,41(fx))

n’implique pas la convergence de (7, (fx)), a cause de I’éventuelle discontinuité de la limite en n.

Définition 131 :
Soit 0p(x) = Lpcn—1 + Lusp-1(n — SL’)+, la fonction continue, affine par morceaux, qui vaut 1
jusqu'a n — 1 et 0 apres n.

Si f € D(R"), alors 7, (f) = f x 9, € D(]0,n]) dans le sens ou elle est nulle sur [n, col.

La famille de projections (7,), . est commutative.

Théoreme 132 :
On munit D(R™) de la topologie induite par le systéme projectif (m,) défini précédemment.

Alors on a les propriétés :
1. K C D(R") relativement compact ssi les projections 7, (K) le sont,

2. la famille de lois P est tendue ssi les projections 7, .(P) le sont.
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| Démonstration. Admis. O]

7 Processus de Poisson composés, processus de Lévy

7.1 Compléments sur les mesures aléatoires de Poisson

On va voir quelques applications de la stabilité des mesures aléatoires.

Proposition 133 (Sélection de points dans un nuage) :

1 .. — I
Soit M = S 6x, ~ MAP(p). Si Y; % B(p), alors M = " Yibx, ~ MAP(pp).
=1 i=1

I
Démonstration. On a vu que ) dx,y; est une mesure aléatoire d’intensité y® B(p), par stabilité
i=1
I
par marquage. En conséquence, par stabilité par restriction, ) dx,y;Y; est une mesure aléatoire
i=1
d’intensité p ®pd;. Finalement, par stabilité par image, en projetant sur la premiere coordonnée,
I

on obtient > dx,Y; une mesure aléatoire d’intensité py. []
i=1

Remarque 134 (Percolation continue) :

o0
On peut construire des variables (X,,) telles que > dx, est une mesure aléatoire sur R,
n=1
d’intensité A (la mesure de Lebesgue).

On considére une suite de rayons aléatoires (R,) iid de loi . On étudie alors I’ensemble

aléatoire A = |J B(X,, Ry).

n=1
Soit # € R? fixé. On peut montrer que N, le nombre de boules de A qui rencontrent z, suit
la loi de Poisson de parametre E[A(B(0, R,,))]. En effet, quitte & marquer chaque point X,, par

son rayon R,, on a M = > Ox,,r, d'intensité A @ p. Soit f : (y,r) — Lguy)<r. Par passage a

n=1

I'image, N, = f*M (1). C’est donc bien une variable de Poisson, de parametre :

/ / £y, ) dy du(r) = / A(B(0, 7)) du(r) = A(Ba(0, 1)) x E[RY] .

R4 R+ R+

Si 1 a un moment d’ordre d, alors avec probabilité non nulle, N, = 0 et donc A ne couvre
pas tout l'espace. En outre, comme {A = Rd} est invariant par translation, par un argument
d’ergodicité, on a P(A = R?) € {0,1}, d'ot P(A = R?) = 0.

Réciproquement, si ]E[Rd] = 00, alors presque-sfirement, pour tout z € Q¢, on a N, = co. Le

méme argument marche en remplagant R par R = (R—1)*. Presque-stirement, |J B(X,, R, — 1)
nelN

atteint Q7 tout entier, et donc quitte a épaissir ces boules, par densité, on a bien A = R¢.
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7.2 Processus ponctuel de Poisson

Définition 135 :
Soit g une mesure s-finie sur un espace polonais X. On définit le processus ponctuel de

Poisson d’intensité ;1 comme la mesure aléatoire de Poisson sur X x R d’intensité u @ .

Lemme 136 :
Une mesure aléatoire d’intesité p est presque-siirement sans points multiples ssi p est sans

atomes.

Démonstration. Pour le sens direct, par contraposée, si u({z}) = A > 0, alors M({z}) ~ P(\)

est non nul avec probabilité > 0.

Réciproquement, il suffit de montrer I'implication lorsque pu est finie sans atomes pour obtenir
N

le cas général. Dans ce cas, on peut écrire M = ) dx,, avec N aléatoire et les X; ~ ﬁ iid.
i=1

Pour tous i # j, comme la loi des X; est sans atomes, on a P(X; = X;) =0, d’ou le résultat. [

Corollaire 137 :
Soit M un processus ponctuel de Poisson. Presque-siirement, pour tout ¢ € R™, on a
M(X x {t}) € {0,1}.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour ¢t < T € IN, puis de prendre la limite
croissante pour 7' — oo. Dans ce cas on considere A, = J {M(X X [T%,T% D > 2}. Si
k=1

M(X x {t}) > 2 pour un certain ¢, alors a fortiori A,, est réalisé pour tout n.

Si on montre que P(A,) — 0, on en déduit le résultat souhaité. Or, les tranches de temps
étant disjointes, les n évenements considérés dans A, sont indépendants, donc on a 1'égalité
P(A,) = n x P(P(@) > 2). Lorsque p(X) < oo, les termes en 1 dans la probabilité se

compensent, donc on obtient P(A4,) = O(%) Ceci conclut la preuve dans ce cas.

En général, si I'intensité p est s-finie, on 'approche par une suite croissante de mesures finies.
En parallele, on peut approcher M par une suite croissante de processus ponctuels, associés aux

mesures finies sur X. Par convergence monotone, on obtient alors le résultat. ]
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Définition 138 :

On ajoute a X un point cimetiere isolé f.

Sous I’éveénement presque-sir précédent, pour N ~ M AP(u®dt), on peut définir un processus
X par X; =z lorsque N({(z,t)}) = N(X x {t}) =1 et X; = { sinon.

La famille (X;) décrit entierement N, et on note X ~ PPP(pu).

Lemme 139 (Loi des temps de saut) :
Soient (7},);>, les temps de saut du processus de Poisson P d’intensité A\. Alors N = ) i,

k=1
est une mesure aléatoire sur R™, de loi M AP(Adt). En outre, les accroissements (Ty11 — Tk);g

sont iid, de loi E(N).

Démonstration. Posons M = P, ~ P(Mt). On a déja vu que, conditionnellement a M = k,
I'ensemble désordonné {T},..., Ty} alaloi d'un ensemble {U, ... Uy} de k variables uniformes

indépendantes.

Pour une famille (B;),,., de r boréliens disjoints de [0,t], N(B;) est le nombre de sauts de
P qui arrivent a des temps dans B;. On a (N(By),...,N(B,)) 4 (% Lyenys-- - % ]lUjeBr).
En conséquence, N a bien les bonnes lois fini-dimensionnelles. "~ "~

D’autre part, on a naturellement P(7} > t) = P(P, = 0) = e~ donc T} a la loi exponentielle

souhaitée. On peut alors montrer que les accroissements sont iid, ce qui conclut la preuve. [

Théoreme 140 :
Si pu(X) = o0, alors {t, X; # t} est dense dans R™.

Si u(X) < oo, alors on peut construire la loi de (X;) comme suit. On considere (Tj),~, les
temps de saut d’un processus de Poisson d’intensité p(X), et (V) i Lnorm i= ﬁ indépendants

de T. On a alors X7, =Y, et Xy =1fsit ¢ {Ty, k> 1}. Dans ce cas, on a X ~ PPP(u).

Démonstration. Pour le premier point, pour tout intervalle rationnel [a, b], on a alors p.s. I'égalité
N(X x [a,b]) = co. Comme la mesure d’une tranche vaut au plus 1, on en déduit que ’ensemble

la, b] contient une infinité de temps ¢ ou X; # 1, d’ou la densité souhaitée.

Pour le second point, comme u(X) < 0o, on peut voir N comme un marquage du processus
de Poisson P d’intensité u(X)dt sur R*.

oo

Considérons (T}),c les instants de saut de P. On a vu que P 4 > 0, et la suite T est
k=1

presque-siirement strictement croissante. Par marquage, en considérant des variables Yy ~ fin0rm
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iid et indépendantes de T, on a bien :

Z(STImYk ~ MAP(Mnorm ® M(X) dt) = MAP(:U & dt) = PPP(M)

k=1

Avec cette décomposition de N, on a directement {t, X; # t} = {T}, k € N*}, et Xy, =Y}, ce

qui conclut la preuve. O

7.3 Processus de Poisson composés

Définition 141 (Accroissements d’une fonction) :
Soit X ~ PPP(u) pour une mesure s-finie p, a valeurs dans X LI {{}.

Pour f € L'(X, pu), on considere  >.  f(X,).
S€[0,4], X, #t

En termes de N ~ MAP(u ® dt), cette quantité est [ f(x)Ljq(s) AN (z, s) = Ni(f).

Théoreme 142 :
(Ni(f)) = est défini p.s., c’est un processus cadlag, dans D(R™).

Pour s € R, (Niys(f) — Ns(f)),50 est indépendant de o (N, (f), v < s) et alaloi de (Ny(f)).

La loi des accroissements de (Ny(f)),~, est entierement déterminée par les :

E[¢€¥()] = exp | ¢ / (5@ — 1) dpu(x)
X

Démonstration. At fixé, on a E[N,(|f])] = t[ fll g1,y < oo. Ceci implique a fortiori que pour tout
s <t,ona |Ns(f)| < Ny f]) fini p.s. En passant a U'intersection pour des temps arbitrairement
grands, on en déduit que, presque-siirement, (/NV;(f)) est bien défini, a partir d’'une intégrale.

Dans ce cas, a w fixé, la nature cadlag de (Ny(f)) se vérifie par convergence dominée.

Par construction de 1'objet, par définition de la mesure aléatoire N, on a naturellement
Nsii(f) — Ng(f) mesurable dans 0(N|XX}S,OO[), donc indépendant de 0(N|XX[0,S]), et a fortiori
de la famille (N,(f))

u<s’

Quitte a considérer la mesure image, on peut toujours se ramener au cas réel, via :

(Nu(f, X, 1)) = (No(Id, R, fupr)) -
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Dans ce cas, il est facile de vérifier les propriétés restantes, puis de conclure via :

exp (@ 1) uto) | = exo 1 [ (@~ 1) vty

X R

Définition 143 (Processus de Poisson composé) :
Le processus de Poisson composé d’intensité v sur R, telle que v(|z|) < oo, est le processus
cadlag défini par N ~ MAP(v ®dt), via Ny(Id) = [ zdN(z,s) = > X, avec le
R [0, s€[0,4], X £t
processus X ~ PPP(v). On note alors simplement N = ()5, ~ PPC(v).

Remarque 144 (Hiérarchie des objets de Poisson) :
A partir de variables de Poisson, d’intensité A € R*, on obtient les temps de saut d'un

processus de Poisson d’intensité A.

Un processus ponctuel de Poisson, d’intensité u, est un cas particulier de mesure aléatoire de
Poisson, d’intensité p®dt. Les temps de saut du processus ponctuel, en particulier, correspondent

a un processus de Poisson d’intensité p(X).

On peut enfin obtenir un processus de Poisson composé d’intensité v a partir du processus

ponctuel de Poisson correspondant.

Remarque 145 (Affaiblissement des hypotheses) :
Lorsque v(]z|) < oo, on a E[N;] = tv(x) bien défini.

Plus généralement, supposons v(|z| A1) < oo. On peut décomposer v en sa restriction a

[—1, 1] et sa restriction au complémentaire. Par hypothese, on a encore PPC (V|[_1’1]) bien défini.

Ce terme correspond a N, = > X, qui est intégrable. L’autre somme, autrement dit
s€[0,1], | Xs|<1
N = > X, est la somme d’'un nombre aléatoire de termes de loi P(tv(R\[—1,1])),

s€[0,t], | Xs[>1
finis p.s. Cette somme est finie p.s., ce qui garantit que N," est bien défini, mais plus forcément

intégrable. Le processus N ainsi obtenu est encore cadlag, a accroissements indépendants et

stationnaires, mais plus nécessairement intégrables.

Comme €% — 1 = O(1 A |z]) sur R tout entier, on a E[e*M] = exp <tf(eifx —1) dV(I))

R
bien défini.

8 Processus de Lévy

o1



Définition 146 :
Un processus de Lévy est un processus réel X cadlag, qui vérifie les propriétés :
1. XO = 0

2. Accroissements indépendants : (X5 — X;),5, est indépendante de (X,)

u<s*

3. Stationnarité : (X, s — X,),00 = X.

Remarque 147 :

Les points 2 et 3 de la définition précédente sont équivalentes a dire que pour tous temps
t < ...tg, la famille (th,Xt2 — Xy, Xy, — Xtdfl) est constitué de variables indépendantes,
ot X, — X, L X,

En conséquence, la loi du processus de (Xt)1t21 est entierement déterminée par la loi de X;.

Remarque 148 :
Les processus affines, les mouvements browniens, les processus de Poisson, et les processus

de Poisson composés sont des cas particuliers de processus de Lévy.

On verra que les processus de Lévy continus correspondent a des mouvements browniens avec
un drift affine. On verra que tout processus de Lévy est limite de sommes de processus continus
et de processus de Poisson composés. On affaiblira plus tard ce résultat, pour voir tout processus

de Lévy comme limite de processus de Poisson composés.

Définition 149 (Loi infiniment divisible) :
Une loi sur R est dite infiniment divisible lorsque, pour tout n > 1, il existe p, sur R telle

que p = pi'. Autrement dit, il existe (X;) S pn telles que > X 4
i=1

Lemme 150 :

Les lois marginales d’un processus de Lévy sont infiniment divisibles.

n—1
Démonstration. Pour tout ¢t > 0,ona X; = > X,r1 —X,x, égal en loi a la somme de n variables
k:o n n

X ¢ indépendantes. O

Remarque 151 :

Une gaussienne N (m, 0?) est infiniment divisible, convolution de n gaussiennes N (%, %)

Une loi de Poisson p = P()) est infiniment divisible, convolution de n lois P(2).

Une loi géométrique G(p) est infiniment divisible, a partir de lois binomiales négatives définies
k—1

I (=5 )

7=0 _—

par p, (k) = T(—l)kp% (1—p)*. On vérifie cette propriété via ji * v = [i*7, et en calculant
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3=

explicitement p,(§) = (W)
Les lois I'(\, ¢), a densité % pour x € R™, est infiniment divisible. En effet on vérifie

que sa transformée de Fourier est 11(§) = (ﬁ) , donc convolution de n lois F()\, ﬁ)

1

7r'y<1—|—(“”fY

7i(€) = ™7kl donc convolution de n lois C(2, 2).

Les lois de Cauchy C(m, ), a densité

m>2) sur R*, a pour transformée de Fourier

Lemme 152 :

Si p est infiniment divisible, a support borné, alors y = d, est un Dirac en un certain point.

Démonstration. Si p([—M, M]) = 1, alors p, est a support dans [—7, %] Comme la loi est
a support bornée, elle a une variance finie. En outre, Var(u) = nVar(p,) < n(%)z, donc pour

n — oo on a Var(u) = 0, 4 est bien une constante. O

Corollaire 153 :

Les lois uniformes U([a, b]) pour a < b ne sont pas infiniment divisibles.

Théoréme 154 :

Si p est infiniment divisible, alors i ne s’annule pas sur R.

Démonstration. Soient X, X' ~ pu, indépendantes, et on note &y = &y = 1 leur transformée
de Fourier. Soit alors Z = X — X'. On a ®4(£) = & (6)Px/(=€) = |a(€)]> > 0.

~

De méme, pour X, et X’ de loi p,, indépendantes, et Z, = X,,— X’ ona ®, = |5 (£)]* > 0.

En outre, on a ), = ®z. On a déja établi que :

p(12/25) < %/5(1 ~ B, ()i = %/6(1 - 25(9))de.

1
or 0 <1—-®7 <1-—oy, et ce terme converge vers 0 pour n — oo, donc IP(|Zn| > %) — 0 par
n—oo

convergence dominée.

En conséquence, la suite des lois (Z,),, est tendue. On a donc une sous-suite qui converge

1
en loi, vers une variable Y. En conséquence, la limite ®;(£)7™ — 1g, )20 = Py (&) est une

fonction continue, qui vaut 1 en 0, donc constante égale & 1. Finalement, 11 ne s’annule pas. [

Lemme 155 (Lemme de relevement) :

Soit f : R — C continue, qui ne s’annule pas. Alors il existe une application g : R — C
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continue, unique a 2iw7Z pres, telle que f = e9.

Définition 156 (Exposant de Lévy-Khintchine) :
Si p est infiniment divisible, on appelle exposant de Lévy-Khintchine 1'unique application

1 € C°(R, C) telle que (0) =0 et 1 = e?.

Lemme 157 :
Si p est infiniment divisible, alors la loi p,, est unique, et sa transformée de Fourier est égale

aen. A fortiori, p,, est infiniment divisible, et son exposant est %

Remarque 158 :
On a déja établi les exposants de certaines lois infiniment divisibles classiques :

Loi Exposant
N(m,c?) | im& — #
P(N) Ae® —1)
I'(A\c) |eln(l—%)
C(m,v) | im§ —7[¢]

Proposition 159 :

Toute loi infiniment divisible est une limite de lois de Poisson composées évaluées en t = 1.

Démonstration. 1l suffit de considérer X™ ~ PPC(p,,), ol , = np,. Pour un tel processus :

(&) = exp([(e™ —1)dpa(z))
= exp(n f( w6 —1) dpn())
— exp(n, —
= eXp <ne% — )
On a convergence simple de 1, vers fi, d’ou la convergence en loi souhaitée. ]
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9 Formule de Lévy-Khintchine, décomposition de Lévy-It6

9.1 Formule de Lévy

Théoréme 160 (Formule de Lévy-Khintchine) :
L’exposant d’une loi infiniment divisible p s’écrit de maniere unique :
0.2 52

2

b(e) = iat — T5 4 / (6% — 1 — iafl 01 du(a),

R\{0}

avec a € R, 0? € RT, et v une mesure positive sur R* (autrement dit sans atome en 0) pour
laquelle min(1,2%) € L'(v), ou autrement dit (1 A |z|) € L*(v).

On dit que v est la mesure de Lévy de pu.

Démonstration. La démonstration va se faire en quatre temps. Commengons par montrer que
I'ensemble des lois infiniment divisibles (ID) est fermé, pour la convergence en loi. Soit () une
suite de fonctions ID, qui converge en loi vers pu. Pour n > 1, on a p, = pi". La suite (pr)pen
est tendue. En effet, py([—M, M|) < px([—nM, nM])%, et le majorant tend uniformément vers
0 pour M — oo. En outre, pour toute valeur d’adhérence p de la suite, on a p™ = p par
compatibilité de la convolution avec la convergence en loi. Ceci montre que (px);s, converge en

loi vers p, et que p est ID.

2 o2 52

2
est exposant associé a N(a,c?), qui est une loi ID. On s’est ainsi ramené au cas (0,0, v).

’ * . _ 1.1 1 11 . 1
On découpe R* en tranches, via T, = } = —nﬂ} L [_n+1’ n[, avec la convention § = +o0.

Soit alors v, = v|r,. Par hypothese, on a v, de masse finie (d’ou v s-finie), donc la variable

Montrons désormais que tout triplet (a, o, v) correspond a une loi ID. Le terme iaf —

X, = P(v,) — [ 1«1z dy,(x) est bien définie. On vérifie que X,, correspond & une loi ID,
R

d’exposant ¢,(&) = [ (€€ — 1 — 1};j<1iz€) dv,(x). Comme v intégre 22 en 0, on a la convergence

Tn
N
simple de la suite 1, vers ¥(§) = Y ¥,(x). En conséquence, Y X,, converge en loi vers une
nelN =0

variable dont I'exposant est donné par le triplet (0,0,7). Comme chaque terme de la suite est

ID, par le premier point de la démonstration, la limite l'est également.

. o2 igr_1_1 . ixé
wg(g) =24 f#dy(x)

Lorsque & — o0, le terme de gauche tend vers 0. Le terme dans l'intégrale converge simplement

Montrons maintenant 1'unicité d’un tel triplet. On a

vers 0, et on peut le dominer comme un O(1 A z?). Autrement dit, 0 = —2 x lim U est

2¢2
uniquement déterminé par . Soit alors 7 = ¥ + %, caractérisée par 1. En vérifiant que les
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grandeurs considérées sont bien intégrables, par Fubini :

/ 7€) —m(E+t)dt = R/ [ €6 — &) dt dp(z) = 2 / €"%(1 — sinc(z)) dv(x) .

1 R

En conséquence, p caractérise entierement la mesure (1 — sinc(x)) dv(z), via sa transformée de
Fourier. Le seul point d’annulation de la densité (1 — sinc(z)) est en 0, ot v n’a pas d’atome
par hypothese, donc p caractérise v de fagon unique. En retranchant le terme intégral a =, on

obtient finalement I'application £ — ia&, ce qui détermine entierement le coefficient a.

Reste a vérifier que toute loi admet effectivement un tel triplet. Admettons pour l'instant
le lemme technique qui suit : une limite en loi de mesures ID a triplets est encore une mesure
a triplet. Dans ce cas, on peut conclure par la convergence des lois de Poisson associées aux
PPC(np,,), correspondant aux triplets (an = np, (a:]1|m|<1),0, n,on), montrée dans la proposition
précédente. O]

Lemme 161 (Lemme technique) :
Soient py, associées aux triplets (ag, 07, v%). On introduit une fonction de coupure ¢ continue,

qui vaut 1 au voisinage de 0 et s’annule en dehors de [—1,1]. Posons 6° = o7 + [ 2%c(x) dvy ().
R
Alors () ey converge en loi vers i ssi il existe un triplet (a, 0%, v) tel que :

1. ap — a,
k—o0

2. 60 — 7%= 0+ [2c(x) dv(z),
k—o0 R

3. pour toute fonction f(z) = g(x) x min(1,z?), avec g continue, bornée, nulle en 0, on a
vi(f) — v(f).
k—o00

Dans ce cas, u est une loi ID, issue du triplet (a,0?, ) (modulo la présence éventuelle d’un

atome en 0 pour v). En outre, on a ¢ > lim ¢7. On peut cependant avoir un saut a la limite,
k—o00

d’otu la nécessité de passer par une fonction de coupure pour réguler cette convergence.

Démonstration. Commencons par montrer le sens réciproque. On a :

. 2 , .
Ve(€) = dax€ — o2& + [ — 1 — 1, cqiné dvg(x)
R
. 9 ¢2 . . 2,2
= dap€ — 0k2% + / et — 1 — Lzt + 57 dyg(z) .
R
On peut en outre mettre la fonction dans I'intégrale sous la forme g(z) min(1,2?). En utilisant

nos hypotheses, on a donc la convergence simple de v, vers :

WY€) =iak — g 7 — /x2c(m) dv(z) | + / et — 1 — Ljg<rizg dv(x).

2
R R
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Si on montre que 0 = 5% — [ z%c(x) dv(x) > 0, alors on aura bien v associée au triplet de Lévy
R
(a,0% v), donc I'exposant d’une loi u ID vers laquelle (uz) converge en loi.
On introduit pour ce faire une autre fonction seuil c. qui s’annule en 0 et vaut 1 en dehors
de [—¢, €], prolongée de fagon affine. Soit p la mesure finie, & densité min(1,x?) par rapport a
V. Soient alors py . a densité c. par rapport a pi. On définit de méme p et les p. par rapport a

v. Sous nos hypotheses, on a en particulier convergence en loi de py . vers p.. En conséquence :
72 = limay?
lim (a,% + [ e(x)a? dl/k(:L‘))
R
M(az + [ c(z) dpak(x))
R

> Tmo? + [ efx) dp.(x).
R

v

Ceci étant vrai pour tout € > 0, a la limite, par convergence monotone :

o2 > limo} + /c(x) min(1,2%) dv(z) = limo}, + /c(x)x2 dv(x),
R R

donc 02 > lim g2 > 0, ce qui conclut I'implication.

Pour le sens direct, en conservant les mémes notations, montrons que (py) pen €St une suite

tendue de mesures finies. On veut montrer que sup px(R) < 0o, et que sup p([—M, M|°) — 0.
keN keN M—o0

Par un calcul direct, pour tout ¢ > 0, on a :

! 2
5 [ a = ot x

; + /(1 — sinc(tx)) dvg(z) .

R

) ) 1
Comme 1 —sine(y) > “0) on & 1 [ ¢ (&)d¢ > 1 [min(L,a?)du(x) > Lou(R) en
-1 R

V

t = 1. Par convergence en loi de (uy), on a convergence localement uniforme des exposants vy,
vers 1. On a donc convergence de la suite (—% f Ui(€) df), donc une majoration uniforme sur
les pr(R). B

Par le méme argument, la suite (07) est bornée. En outre, [ 2?c(x)dvg(z) < prp([—1,1]) est

R
naturellement bornée, donc la suite (UNkQ) I'est également.

Comme ¥ (0) = 0, & nouveau par convergence localement uniforme, pour tout £ > 0, il existe

un seuil £ > 0 en deca duquel, pour tout £ € NN,

t
—2% [ x(§) dﬁ’ < e. En conséquence, on a
—t
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I'inégalité :
1 . 1 1 1 1]°
e > é/mm(l, (tx)2) dyg(z) > 6 / dyg(z) > 6 X pk([—g, z} ) )

d’ou le résultat souhaité lorsque M = 1 — oo. La suite (px) est donc tendue.

Soit alors p une valeur d’adhérence de la suite. Quitte a extraire une sous-suite, on suppose

non seulement que pg;) — p mais aussi que 0/9?;;)2 — 2. On a alors la convergence faible de

11‘#0
1Az2

bornée. Quitte a joindre ces deux convergences avec la convergence simple (1) h—— (1), on
—00

(Vo) vers v = p, contre les fonctions f(z) = g(x) min(1, 2?) telles que g(0) = 0 et g continue
a nécessairement convergence de (ag(k)) vers une limite a. Autrement dit, pour la sous-suite
(’ng(k)), le sens réciproque s’applique, donc (a, a2, p) est I'unique triplet de Lévy de la loi i, qui
est donc ID.

En d’autres termes, on a montré 1'unicité de la valeur d’adhérence de la suite tendue (py),
qui est donc convergente en loi. On peut alors reproduire ce raisonnement pour montrer 1'unicité

de la valeur d’adhérence de (JNkQ), et en déduire finalement la convergence de (ay). [

On a donc établi I’équivalence entre les lois ID et les triplets de Lévy. On a vu, en outre, que tout
processus de Lévy correspond & une famille de lois ID (p;). Montrons maintenant qu’un tel processus

est en fait caractérisé par une unique loi ID.

9.2 Décomposition de Lévy

Proposition 162 :
Soit (X;) un processus de Lévy, de lois marginales (f1t),, toutes ID. Il existe un exposant

1 tel que, pour tout ¢ > 0, on a ji; = e'¥, autrement dit 1) est 'exposant de f,.

* , . — E .
Démonstration. Soit ¢ 'exposant de p1. Comme p? = pq, on en déduit que i1 = e, la fonction
q q

é@/} est 'exposant de ;1. En passant a la puissance p, on en déduit pour tout rationnel 75’, %’@ZJ est
I’exposant de fiz.

Reste donc a montrer la continuité a droite de t — p;, pour la convergence en loi, pour
conclure. Si t,, — ¢ par valeurs supérieures, on a fi;, = i * j1g, ¢ 11 suffit donc de justifier que si
e, — 0, alors ., — dg. Ceci vient du fait que py = do, et que les trajectoires de X sont continues

a droite en 0. Autrement dit, X, ﬁi 0, donc a fortiori X, converge en loi vers Xj. O]
t—0

En conséquence, tout processus de Lévy est entierement déterminé en loi par un triplet. I1 n’est
pour linstant pas évident que cette injection est une bijection, qu’a tout triplet correspond un
processus de Lévy.
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Théoréme 163 (Décomposition de Lévy-Ito) :

Soit (a, 02, v) un triplet admissible. Alors il existe un processus de Lévy X associé a ce triplet.

Démonstration. Soit B un MB usuel. Alors (at + 0B;) est un processus de Lévy, associé au
triplet (a,0?,0). Construisons désormais un processus de Lévy indépendant de B, associé au

triplet (0,0, ), ce qui terminera la preuve (le triplet d’'une somme finie est la somme des triplets).

Considérons a nouveau (75,) le découpage de R* en tranches. Pour chaque tranche, on

nelN
introduit un processus de Poisson composé, indépendant des autres, d’intensité v,,. On pose alors

PY = PPC(1y), et P" = PPC(v,,) —t [ dv,(z) sin > 1.
R

Notre candidat est le processus X = >  P", a priori mal défini. Soit la somme partielle
n=0
N
SN = 5" P, encore un processus de Lévy. Montrons que (S N ) New Converge en loi dans D(R™).
n=1

Pour une mesure finie v, on a In(E[e*PP¢0)]) = ¢ [ (™€ — 1) dv(z). La dérivée selon ¢, en 0,
R

donne ({E[PPC(v),| = it [ xdv(x). La dérivée seconde donne —Var(PPC(v);) = —t [ 2* dv(x)
en £ =0.

Montrons maintenant que (Sy) vérifie le critére de Kolmogorov discontinu :

B[(SY —SM)*(s¥ = SY)’] = E[(s¥—s¥)|E[(s) - s)’]

- (S el ) (S 2l )

VAN
=
|
&
)
|
=
7N
—~
o,
=
=

< C(t—T)Q,

car on regarde une somme de variables centrées, indépendantes. La famille (S N ) est donc tendue,
et ses lois fini-dimensionnelles sont convergentes, d’ou la convergence en loi souhaitée vers un
certain processus S°°. Par convergence simple des exposants, on en déduit que ce processus qui
correspond au triplet (0, 0, V|[_1,1]). Quitte & considérer P° 4 S, on obtient alors le processus

souhaité. O

Remarque 164 (Convergence localement uniforme) :
On peut en réalité obtenir une propriété plus forte, a savoir la convergence presque-siire

localement uniforme de S» vers S*.

Remarquons que pour n > 1, les processus P, et donc Sy sont des martingales L?, et a
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trajectoires cadlag. En utilisant une généralisation de l'inégalité de Doob, on a :

E[Sup |M5]2] < 4E[M}].

0<s<t

Des lors, on en déduit ici que :

0<s<t

]E{sup (SéVJ“P—SéV)Z} §4t/az2du(a:),

donc pour tout £ > 0, on a ]E[HSN — SMHiO 0 t]] e 0, ce qui permet a terme d’obtenir la
1Y ,N—00

convergence annonceée.

9.3 Triplet de Lévy et régularité du processus associé

Soit X un processus de Lévy associé au triplet (a,o?,v). Lorsque min(1,|z|) € L'(v), on peut
1

réécrire X, = <a - f xdu(x))t + 0B+ PPC(v):.

-1

On va par la suite justifier la hiérarchisation suivante :

v Régularité
MB drift
Niveau 0 v=0 ave‘c b
continu.
MB+PPC(v),
Niveau 1 v(R) < o0 ensemble de sauts discret,

trajectoires cadlag.
MB+PPC(v),
Niveau 2 v(R) = oo mais 1 A |z| € L'(v) ensemble de sauts dense,

variations finies ssi 02 = 0.
Pas de décomposition MB+PPC,
Niveau 3 | 1 A |z| € L*(v) mais 1 A |z| ¢ L*(v) ensemble de sauts dense,

variations localement infinies.
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13/12/19

Théoreme 165 :
Soit (X;) un processus de Lévy, de triplet (a,0? v). On pose AX, = X, — X,_ la valeur du

saut de X en s. On pose maintenant M = > 0, ax..
s, AX A0

Alors M est une mesure aléatoire de Poisson sur Rt x R, de loi MAP(\ @ v).

Démonstration. Utilisons la décomposition de Lévy-1td de X : X; = at + 0By + > ]St"", ou les

n=0

P sont des processus de Poisson composés, éventuellement compensés.

La composante brownienne et le drift sont continus, sans sauts. Chaque processus P"* a des
sauts de loi MAP(A ® v,,), bien définie. Par indépendance des processus, on n’a p.s. jamais deux
sauts simultanés. En conséquence, la mesure des sauts de X est la somme de celles des processus

P, Par superposition des mesures aléatoires, on a le résultat voulu. O

Corollaire 166 :

Un processus de Lévy est continu p.s. ssi ¥ = 0. On a ainsi caractérisé le niveau 0.

Remarque 167 :
On peut utiliser cette caractérisation pour définir les mouvements browniens (avec drift)

comme des processus de Lévy continus.

Ceci permet également d’étendre la notion de mouvements browniens sur des groupes, comme

SO, (R), et par extension a des objets sur lesquels les groupes agissent, comme la sphére.

Corollaire 168 :
Lorsque v # 0, l'ensemble des sauts est infini. Si ¥(R) < oo, alors 'ensemble des sauts
est tout de méme discret. On a ainsi caractérisé le niveau 1. Sinon, ’ensemble des sauts est

presque-siirement dense dans R™*.

Il reste donc a étudier les variations du processus pour distinguer les niveaux 2 et 3.

Lemme 169 :
OnaE| > Lax,<1|/AX]

a<s<b

1

= (b—a) [|a] dv(a).

Lorsque 1 A |z| € LY(v), en particulier, > |AX,| < oo.

a<s<b

Démonstration. Pour la tranche T, on pose A,(X,a,b) = > 1jax,jer,|AX,|. Comme A, est
a<s<b

la quantité de variations d’une loi de Poisson composée, on a vu que E[4,] = (b—a) [|z|dv, (),

et Var(A,) = (b — a) [ 2? dv,(x). En passant a la somme sur toutes les tranches (sauf 7p), on a
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bien I'égalité annoncée.

En particulier, lorsque 1A|z| € L' (v),onaE| Y 1jax,<1i|AX|| = (b—a)v(|z]lj<1) < oo.

a<s<b
Cette grandeur est intégrable, donc finie p.s. En outre, 14(1) < oo, donc le nombre de sauts plus

grands que 1 est fini p.s. En conséquence, quitte a ajouter ce nombre fini de sauts, on a bien
> JAX| < o0 ps. O

a<s<b

Définition 170 (Variations de X) :

P
On pose var(X, [a,b]) = sup > |Xy, — Xi,_,|- Attention & ne pas confondre var les
a=to<-<tp=b j=1
variations du processus avec Var la variance d’une variable.

On dit que X est a variations localement bornées lorsque var (X, [a, b]) < oo pour tous a < b.

Par croissance, il suffit de vérifier la propriété p.s. sur un intervalle [a, b] quelconque pour I'obtenir

simultanément sur tout intervalle.

Proposition 171 :
Supposons 1A |z| € L?(v), mais v(R) = oo. Autrement dit, on considére le cas d’un ensemble

de sauts dense.

Alors X est a variations localement finies ssi 1 A |z| € L'(v) et 02 = 0.

Démonstration. La variation issue du drift est toujours finie.

Si 1A|z| € LY(v), alors Y. |AX,| < oo traduit la variation du processus X issue des sauts
a<s<b
induits par v. Dans ce cas, comme le mouvement brownien est a variations infinies, on a X

lui-méme & variations finies ssi o2 = 0.

En revanche, lorsque o2 # 0, on ajoute un brownien & variations infinies & un processus VF,

donc on obtient un processus a variations localement finies.

Lorsque 1A|x| € L?(v) n’est pas intégrable, alors > |AX,| = oo p.s. dés que a < b. En effet,

a<s<b
Knp1—1
quitte a faire des paquets de tranches, on se raméne a B,, = >, A,, une somme de variables
k=ky,

indépendantes, telle que E[B,,;] > 1. Par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev, on a alors :

Fep1—1

]P<|Bn — E[B,]| > %) < 4Var(B,) = 4 g’; Var(Ay) .

Comme v intégre 22 en 0, cette famille est bien sommable. Par le lemme de Borel-Cantelli,
les événements ne sont pas réalisés a partic d’un rang. A partir de ce rang, on a a fortiori

B, > E[B,] — 3 > 3, et alors > |AX,|, en tant que somme des B, est infini p.s.
a<s<b
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Ainsi, lorsque 02 = 0, on ajoute un processus a variations finies et un processus a variations

infinies, donc les variations sont encore localement infinies.

On admettra le cas restant, lorsque o2 # 0, qui est un peu plus subtil & justifier, car il faut
vérifier que les variations infinies du mouvement brownien, continu, et des sauts, ne viennent pas

se compenser. (]

9.4 Cas des subordinateurs

Définition 172 :

Un subordinateur est un processus de Lévy qui est croissant p.s. sur R*.

Remarque 173 :
Un tel processus est a variations bornées, car on a var(X, [a,b]) = X, — X, < 0o p.s. D’apres

la classification précédente, on a donc 0 = 0 et 1 A |z| € L*(v).

On pourra alors écrire X; = mt + FPy.

Proposition 174 :

X est un subordinateur ssi m > 0 et v(R™) = 0.

Démonstration. Le sens réciproque est évident.

Pour le sens direct, supposons d’abord que m < 0. Pour ¢ assez petit :

[m|

E :/|x|d1/(9§)§7,

D ljax, < AX|

s<1

et donc, avec probabilité p positive, on a > Tjax,<c|AX,| < @ En outre, avec probabilité
s<1

q >0, > Liax,>|/AX,| = 0. En conséquence, par indépendance entre les deux sommes, avec
s<1

probabilité au moins pg > 0, on a X; < m + @ < % <0, ce qui contredit la croissance de X,

donc m > 0.

Supposons désormais que ¥(R7) > 0. On a donc € > 0 tel que v(]—o0,¢]) = A > 0. Avec

probabilité p > 0, on a ) Lax,>-AX, = 0. Avec probabilité ¢ > 0 on a ) 1jax,<|AX,| < K.
s<1 s<1
Avec probabilité r > 0 on a plus de @ sauts de valeur au plus —e pour s € [0,1]. En

conséquence, par indépendance de ces tranches, avec probabilité au moins pgr > 0, on a :

2(K +m)

Xi<m+K-—¢ =—(K+m)<0,

ce qui contredit & nouveau les propriétés de X, d’on v(R™) = 0. l
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Corollaire 175 :

En termes d’exposant, on a X un subordinateur ssi ¢(§) = imé + f(e“”g — 1) dv(x), ssi pour
0
tout u>0ona:

o0

E[e ] =exp| t[ —mu+ /(e_“ —1)dv(z)

9.4.1 Application aux temps d’atteinte d’un MB
Soit B un MB issu de 0. On pose T, = inf{t > 0, By = 2} le temps d’atteinte de z, fini p.s.

Lemme 176 :

Le processus (7;),, est un subordinateur.

Démonstration. Naturellement, x — T, est croissante, et admet des limites a gauche. Avec
les propriétés du mouvement brownien, pour tout 1 > 0, on obtient un £ > 0 pour lequel
Brp,4. = By, + 1 = x 4+ 1. En conséquence, T, < T, + . Ceci est vrai pour tout €, donc par

croissance, on a la continuité a droite en x.

On a montré que, pour tout z fixé, T est p.s. cadlag en z. A modification prés, on peut

obtenir 7" un processus a trajectoires globalement cadlag.

Par propriété de Markov forte, Bf := By, ++ — By, est un MB, indépendant de F7,,, et donc de
T,. En conséquence, T, = T,(B*)+T,(B) est la somme de deux temps d’atteinte indépendants,

avec les lois voulues. On a bien T un processus a accroissements indépendants, stationnaire. []

Remarque 177 (Exposant de T') :

On veut désormais calculer I'exposant du processus.

_2 . . N 3
Le processus (e“Bt u't/ 2) est une martingale. Si on l'arréte en T, elle est bornée, donc
>0

par le théoreme d’arrét :
Blew T/ = 1,

d’ou E[e‘ATI] = e=®V2% Cette méthode nous donne I’exposant, mais pas son triplet.

Par principe de réflexion, on a :

o0 2 o0
e~ 2 dy
P(T,<t)=P(S,>2)=2P(B,>2)=2 | —dy=2 [ e 7 —=,
Fe= =P =) =2bB =0 /\/2_7rty Vam

s

z€712/2t

donc T, a pour densité fr,(t) = * N La loi de T} est aussi la limite en loi de PC <nT; >
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L’exposant de T} s’exprime donc comme la limite :

o0
s — 1

/ (- 1) "2 g
tv2mt ) tv2mt

dt,

par convergence dominée. On peut vérifier que dv(t) = t% integre 1 A |z|. On a donc explicité

un subordinateur sans drift, de mesure v.

9.4.2 Application au MB en dimension 2

Soient B! et B? deux MB issus de 0 indépendants. On pose T} le temps d’atteinte de x par B*.

Quelle est la loi de Y, := B7_? On peut vérifier que (Y;) est un processus de Lévy.

Remarque 178 (Exposant de V) :
On peut écrire Y, comme une gaussiennes dont la variance est elle-méme aléatoire. Autrement
dit, Y, 4 VT,G ou G ~ N(0,1) indépendante de T,,. En passant a la transformée de Fourier :

B[] = E[eisﬂic] - E[e—@rfl} =l

On a donc Y; une variable de Cauchy, de densité 7 On peut vérifier que sa mesure de Lévy

1
m(14+y2
est sous la forme dv(t) = C' x %.
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