Chaines de Markov

Léo Gayral

Ces notes sont basées sur le cours de Randal Douc et Eric Moulines. On pourra se référer a

I'ouvrage Markov Chains (Douc, Moulines, Priouret, Soulier, 2018) pour une lecture complémentaire.
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1 Introduction aux chaines de Markov

1.1 Généralités

Définition 1 (Espace de probabilité filtré) :
Un espace probabilisé (€2, F,P) est dit filtré lorsqu’il est muni d'une filtration (F),op-

Définition 2 (Chaine de Markov) :
On consideére un espace mesurable (X, X'). Un processus (Xj) sur X est une chaine de Markov
si, pour toute fonction bornée mesurable f € L>®(X), on a E[f(Xyi1)|Fr] = E[f (Xit1)| Xk]-

De facon équivalente, pour toute variable bornée Y € o(X;, j > k), on a E[Y'|F,] = E[Y|.X].

Définition 3 (Noyau markovien) :
Un noyau de (X, X) dans (Y,)) est une application N : X x Y — R¥ telle que :

1. Vo € X, A+ N,(A) est une mesure sur (Y, )),
2. VA€ )Y, z+— N,(A) est mesurable.

On dit que ce noyau est borné lorsque sup N,(Y) < oc.
rzeX

On dit que ce noyau est markovien lorsque, pour tout = € X, on a N,(Y) = 1.

Remarque 4 (Opérateur sur les fonctions) :

Un noyau N induit un opérateur linéaire sur les fonctions mesurables positives sur Y, qui a

f associe N (x) = [ f(y) dNe(y).

On a alors | N f|| < sup No(Y) x || f]|- Autrement dit, si le noyau est borné, on obtient un
reX

opérateur linéaire continu.

Remarque 5 (Opérateur sur les mesures) :
Un noyau N induit un opérateur linéaire sur les mesures sur (X, X). Pour A € ) on pose
puN(A) = [ Ny (A)dp(x). On peut vérifier que uN est bien une mesure sur (Y,)).
X

Lorsque N est markovien et ;1 une probabilité sur X alors u/N est une probabilité sur Y.




Lemme 6 (Composition de noyaux) :
Si on a deux noyaux M de X vers Y et NV de Y dans Z, alors on peut définir le noyau M N
de X dans Z via :
V(z,A) e X x Z, MN,(A) = /Ny(A) dM,(y) .
Y

En particulier, on peut itérer un noyau de X dans lui-méme.

Définition 7 (Produit tensoriel) :
Sion a des noyaux M de X dans Y et NV de X dans Z, on peut alors définir le noyau tensorisé
M ® N de X dans Y X Z muni de la tribu produit, via :

Vee X, VAc X®Y, M ®N,(A) = //]IA(y,z) dN,(z) dM,(y) .
Y z

Cette opération est associative, autrement dit (M @ N) ® P = M ® (N ® P).

Définition 8 (Chaine de Markov homogene) :
On considére un espace probabilisé filtré (Q,]—" o (Fk) pens ]P) et un processus (Xj) adapté a
la filtration, a valeurs dans (X, X).

On dit que (X}) est une chaine de Markov homogene, de noyau P, lorsque pour tout k& € IN
et A€ X, ona P(Xy4 € A|F;) = Px, (A) (P-presque-stirement).

Remarque 9 :
Notons que, si X est une chaine de Markov pour une filtration (F%) quelconque, alors c’est

une chaine de Markov pour sa filtration canonique.

Remarque 10 (Modele auto-régressif fonctionnel) :

On peut par exemple considérer X = R muni de la tribu borélienne, h : R — R mesurable,
et les variables réelles (Zy) S p. En partant de X, indépendant de Z, on obtient une marche
aléatoire via X1 = h(Xg) + Zgs1-

On considére f positive mesurable, et la filtration Fy = o(Xo, Z1, ..., Z;). Dans ce cas :

E[f (X))l el = BIf (W(Xe) + Zrsr)[Fi]
= ]{f(h(Xk)JrZ) du(2)

= Elf(Xks1) [ Xi]

donc (X},) est bien une chaine de Markov. Son noyau est P, (A) = [ 14(h(z) + z) du(z).
R




Remarque 11 (Loi invariante) :
De facon générale, si X a la loi u, alors uN est la loi de X, et plus généralement uN* est
la loi de X}, pour tout k£ € IN.

On s’intéresse souvent a ’existence et I'unicité d’une loi invariante sous P, une mesure 7 telle

que TP = 7, auquel cas on peut étudier la convergence éventuelle de pP* vers .

Remarque 12 (Loi jointe) :
On s’intéresse désormais a la loi jointe du vecteur (X,..., X).

k

11 suffit pour cela d’étudier les fonctions du type f(z) = [] fi(x;). On a :
i=0

B/ 0] = B| T AXOELRCG) X0
= [T A0X) x PG

= J ﬁ filw) APy, (xg) ... APy (21) dpa(ao) -

Xk =0

Pour une loi initiale y, on notera alors p ® P®* la mesure de la famille (X, ..., X}).

Définition 13 (Réversibilité) :
Une mesure & sur (X, X) est P-réversible si la mesure tensorisée £ ® P est symétrique.

Autrement dit, pour tous événements A et B, { ® P(Ax B) = ® P(B x A).

Dans ce cas, on a :

E&[f(XoyXl)] = /f(l’o,xl) APy, (z1)dé(m0) = /f(xo,ﬂh) dPy, (zo) d€(z1) = ]Eg[f(Xla Xo)].

Si & est une mesure réversible par rapport a P, alors ¢’est une mesure invariante :

EP(A) = Ee[14(X1)] = Ee[la(Xo)] = £(A).

1.2 Algorithme de Monte Carlo par Chaines de Markov

On s’intéresse a une densité m > 0 pour une mesure A sur R", généralement connue a une
constante de normalisation multiplicative pres. L’idée est de construire un noyau P pour lequel la

mesure 7 d\ est réversible.

L’algorithme de Metropolis découle du processus suivant. On part de Xy ~ p de loi relativement

arbitraire. Pour la transition a partir de Xj, on propose un mouvement Yy, = Xy + Zp11, avec les
(Z;) S gd\ a densité symétrique, de sorte que g(—x) = ¢(x). On accepte la proposition (autrement



dit Xpy1 = Yii1) avec probabilité a(Xy, Yii1), ou a(z,y) = min(l, %), et sinon on rejette la

proposition (auquel cas Xy 1 = Xi).

Lemme 14 :

Ce processus est une chaine de Markov par construction. Son noyau est :

&VUZ/@@wmw—mew+1A@m@

ona(z) = [(1—a(r,y))g(y —z)d\(y) est la probabilité de rejet.
]RTL

Lemme 15 :

La mesure 7 d\ est P-réversible.

Démonstration. On veut obtenir 7(x)dP,(y)d\(z) = 7(y)dP,(x)d\(y). Cette propriété découle
du fait que :
m(z)a(z, y)g(y — ) = max(r(z),7(y)) x ¢y — ),
max(7(z), 7(y)) X q(z = y),
= 7(y)aly, v)ely — ).

]

On aimerait désormais obtenir la convergence de uP* vers m. Pour cela, il faut choisir quelle
topologie utiliser. On va montrer que, sous certaines conditions, dyr (,qu,ﬂ) = O(p’“) converge

géométriquement vers 0, pour un certain 0 < p < 1.

Définition 16 (Distance en variation totale) :

Soit & une mesure signée finie. Par Hahn-Jordan on a la décomposition & = £ — &7, avec T
et £~ des mesures positives singulieres. Si £ est a densité h par rapport a la mesure de Lebesgue,
alors £ est a densité ht, £ a densité h™ et €| a densité |h.

On pose HfHVT = [§(X).

Pour deux mesures de probabilités £ et &', on a alors dyr(&, &) = 3]/ — &'y

Lemme 17 :

On a les propriétés suivantes :

L€l = supfe(f), f e Lo(X), [Ifll <13,
2. Si¢(X) =0, alors €|y = 2sup{&(f), f € L>=(X), osc(f) < 1} ot on définit I'amplitude
de f par ose(f) = sup |£(z) — F(a')].

' eX



Corollaire 18 :
Si f € L™ et &,& des mesures de probabilité, alors [£(f) — &'(f)] < 2dvr (&, & )osc(f).

Remarque 19 (Couplage de variables) :
Si on considére deux variables X ~ fd\ et X’ ~ f’d\, alors on peut établir un couplage
entre X et X’ de sorte que P(X = X') = dyr(X, X').

Pour ce faire, posons ¢ = [ min(f, f/)d\. Ona f = (1 —¢) x f_ml+(€ff/) +e X %7 et de
X
méme pour f’.
Définissons Y la variable a densité %f’ﬂ), ainsi que Z (resp. Z’) a densité f_ml+(eff/) (resp.
f—min(f,f")

1—¢
de Z et Z' ne sont jamais simultanément positives donc P(Z = Z’) = 0. Remarquons en outre

que X £ X = BY +(1-B)Z et X' £ X' = BY +(1—B)Z', d'ott dyp(X, X') = ¢ = P(X = X').

), ainsi qu’une variable B ~ B(g) indépendante de Y, Z et Z’. Dans ce cas, les densités

Définition 20 (Coefficient de Dobrushin) :
Soit P un noyau sur (X, X). Son coefficient de Dobrushin A(P) est sa constante de Lipschitz

pour la distance en variation totale sur les mesures de probabilité. Autrement dit :

dVT(é.Pa glp)

A(P) =
(B = s = e o)

Lorsque P est Markovien, on a toujours A(P) < 1.

Lemme 21 :
La distance dyt se comporte comme la norme L' sur les probabilités. L’opérateur P laisse

donc stable un convexe fermé dans un espace complet.

Si A(P) < 1, par théoreme de point fixe, il existe une unique mesure invariante 7. En
particulier, on a alors dyr (uP*, ) = O(A(P)*).

Proposition 22 :
On a Iégalité A(P) = sup, yex dvr(Pr, Por).

Démonstration. Comme P, = §,P et pour x # 2/, on a dyt(d;,0,) = 1, on a naturellement

Iinégalité A(P) > sup, ,ex dvr(Py, Pr) par restriction a un sous-ensemble.

Si on considere deux probabilités £ et £, on peut définir la mesure signée n = £ — £’ de masse




nulle. La mesure nP est également de masse nulle. En outre :

”77P”VT = 2 sup (Up)f

osc(f)<1
= 2 sup n(Pf)

osc(f)<1

< 2 sup %HUHVTOSC(PJC)
osc(f)<1

= lnllyy suwp  sup |[Pf(z) = Pf(2')

osc(f)<lz,x’eX

= |nllyp sup sup [(Pr — Pw)f]

z,7'€X osc(f)<1

= ”77||VT sup dVT<PwaP:C’)7
z,z'eX

d’ou l'autre inégalité. ]

Proposition 23 (Condition de Doeblin) :
On dit que P vérifie la condition de Doeblin s’il existe v une mesure de probabilité et ¢ > 0
tels que Vo € X, P, > ¢7.

Dans cas, P, = (1 —¢)%=22 + ey = (1 —¢)R, +¢&7. Onaalors P, — Py = (1 —¢)(R, — Ry),

donc dyr(Py, Py) <1 —e¢.

En conséquence, A(P) <1—¢ < 1.




25/09/19

1.3 Construction canonique

On veut considérer une chaine sur I'espace mesurable (X, X'). On va se placer sur espace 2 = XN
muni de la tribu cylindrique F = X®Y. Les variables aléatoires X}, sont ici les projections canoniques,

et les w € XN sont des trajectoires. La filtration canonique est donnée par Fy, = o(X;, i < k).

Théoréme 24 (Iosifescu-Tulcea) :
Pour toute loi initiale g sur X et tout noyau P sur X, il existe une unique mesure de
probabilités P, sur (€2, F) telle que (Xj) est une P-chaine de Markov, de loi initiale .

Proposition 25 :
Pour tout évenement A € F, lapplication x + P,(A) est mesurable. Plus généralement,

P,(4) = [ P.(4) du(a)

Définition 26 (Opérateur de translation) :
L’opérateur de translation est 'application 0 : (wg,wq,wa,...) — (w1, ws,ws,...). C'est une

application mesurable sur (2, F) et X, 0 0; = X} ;, avec §; Iopérateur de translation itéré.

Définition 27 (Temps d’arrét) :
La variable 7 : © — NN est un temps d’arrét lorsque, pour tout entier n € IN, I’événement

{7 = n} est mesurable dans F,.

On définit F, = {A € F,Vn e N, An{r =n} € F,} la tribu des événements antérieurs.

Proposition 28 (Composition de temps d’arrét) :

Soient 7,0 deux temps d’arrét. On définit p = o 4+ 7 0 6, lorsque o < 0o et p = oo sinon.
Alors p est un temps d’arrét, et lorsque p < oo, on a X, = X; 06,.

n n

Démonstration. On a {p=n} = J{o =jtN{rob;=n—j} = U{U:j}ﬂﬁj_l{T:n—j}.

Jj=0 Jj=0

Or {o=j}eF; C Fyet {r=n—j} e F,jdonct; {r =n—j}eF, Donc {p=n} € F,.

D’autre part, lorsque p < 00, on a [X,](w) = X,w)(w) = Xrop, (w) (@) (W) = X; 0 0,. O

Proposition 29 (Propriété de Markov faible) :
Pour tout rang k € IN et toute variable Y positive ou bornée, on a Ex,[Y o 0| Fx] = Ex, [Y]

presque-stiirement.

Démonstration. Soient A € X®F+D et B € X®U+D En passant & une intégrale multiple pour la



loi jointe, on obtient :

E[]IA<X0, ... ,Xk> X 1B(X0,. .. 7Xl) o@k] = ]E[]IA(X(),. .. ,Xk) X ]1B<Xk7Xk+17- .. 7Xk+l)]

E[14(Xo, ..., Xp)Ex,[15(Xo,...,X)]]

d’otu le résultat désiré par densité de 'espace engendré par ces fonctions indicatrices. O]

Proposition 30 (Propriété de Markov forte) :

Soit 7 un temps d’arrét. Pour tout variable Y positive ou bornée, on a :

ElY 08, x 1;coo| Fr] = Ex, [Y] X Lrcoo -

Démonstration. 11 suffit de décomposer 1,.., en Y 1., puis d’utiliser Markov faible. O
keN

Définition 31 (Temps d’atteinte) :
Soit C' € X une partie mesurable. On pose 7 = min{n > 0, X,, € C} le temps d’atteinte.

On peut aussi considérer oo = 7¢ o 6 le temps de retour en C.

Sous I'évenement { Xy ¢ C'} on a 0¢ = 1¢.

Proposition 32 (Partie récurrente) :
Si pour tout x € C' on a P,(0¢ < o0) = 1 alors pour toute itérée o*gl) =o0c+ 081_1) 00y, On

a]Px(agl) < oo) =1.

Démonstration. Par Markov fort, on a :

P(ol <o) = Bullocn x g ]
== Eaz ]loc<oo X IE)X(,-C ]lagkl)<oo:|:|
= 1.

Remarque 33 :

Lorsque sup P, (0¢ < 00) < p < 1, on peut de méme établir P, <ng) < oo) < p".
c

Remarque 34 :

Si pour tout x ¢ C' on a P,(0¢ < 00) = 1, alors c’est aussi le cas pour tout x € C.

10




1.4 Fonctions harmoniques et martingales

Définition 35 (Fonctions harmoniques) :
Soit f positive ou bornée. On dit que f est harmonique (resp. sur, sous) sur A € X lorsque,
pour tout z € A, on a Pf(x) = f(x) (resp. <, >).

Proposition 36 :
La fonction f est surharmonique sur A® = X\A ssi pour toute loi initiale, le processus

(f(Xyar,)) est une sur-martingale.

Démonstration. Si f est surharmonique, alors :

E[f(X(n+1)ATA) |]:n} - E[f(X(nH)ArA)]aneMXn}
]lTA>nPf(Xn) + ]lTASnf(XTA)
< f(XTA/\n) :

Réciproquement, si on a cette propriété pour tout point de départ = € A®, comme 7 > 0, on
a Pf(z) = E[f(X1)[Xo] < f(Xo) = f(2). O

Remarque 37 :

Ainsi, la fonction h : 2 + P, (74 < 00) est harmonique sur AY, et sur-harmonique sur A car
Ph(z) < 1= h(z) dans ce cas.

Définition 38 (Noyau potentiel) :

Soit Ng = > 1x,ca le nombre de visites en A. Le noyau potentiel de A en partant de x est
nelN

Uz, A) = E,[N4] € RF.

Proposition 39 :
L’application x +— P, (N4 = 00) est harmonique.

Définition 40 (Parties connectées) :
Soient A, B € X tels que § := inglPx(UB < o0) > 0.
Te

On dit que A conduit a B, et on note A — B.

Proposition 41 :
Si A — B, alors pour toute loi initiale, on a 'inclusion d’événements { Ny = oo} C {Np = oo}

(& une partie négligeable pres).

Démonstration. Comme chaque passage en A conduit a B avec probabilité au moins §, on a

{N4 = o0} C {w, Px,()(0p < o0) > § infiniment souvent }.

11



Par un argument de martingale, on va montrer Px, (o5 < 00) 251 Np—oco- Il SUpposant ce
résultat, lorsque N4 (w) = oo, alors par inclusion on a 1y, —o(w) = lim Py, (05 < 00)(w) > > 0

dott 1y, oo (w) = 1.

Montrons maintenant cette propriété de limite. L’application h : = +— P,(op < 00) est
positive, a valeurs dans [0,1]. Cette application et sur-harmonique sur X tout entier, donc
M, = h(X,) est une sur-martingale positive, convergente vers M, presque-slirement et dans
tout LP fini.

On aimerait montrer désormais que My, = 1n,—0o. Soit F' € F,. Par convergence L' on peut

intervertir le passage a la limite et 1'intégrale, donc :

E[lr x My] = E[lg xlimh(X,)]
= lmE[1r x h(X,)]
= ImE[1r X 1,,<00 © 0]
= E[lp xliml,,cx06,],
car {opof, < oo} = |J{Xi € B} est une famille décroissante d’évenements en n. La limite de

k>n
cette famille est ’événement pour lequel on a des visites en B a des moments arbitrairement

grands, autrement dit quand Np = oo.

Au final, E[1plimh(X,)] = E[lply,—o] pour des évenements F qui engendrent la tribu

cylindrique F, d’ou M, = 1y,— presque-siirement, le résultat souhaité. ]

12
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1.5 Théoréme de comparaison

Théoreme 42 :
Soient V', Y et Z des processus sur un espace filtré, a valeurs dans R+. Si pour tout n € IN
on a E[V, 11| F,] + Z, <V, +Y, alors pour tout temps d’arrét 7" on a :

T-1 T-1
E|\Vilrew +) Zi| SE[Vo+) Vi
k=0 k=0

Démonstration. Montrons d’abord le résultat un rang 7' = n fixé. Pour n = 1, il suffit de passer

a I'espérance dans l'inégalité initiale. On étend le résultat a tout rang n € IN par induction.

On a {T > n} € F,. Remarquons que E[V(nﬂ),\ﬂ}"n] = 1ponE[Vii1|Fa) + 1r<, V. On en
déduit I'inégalité :
E[Wn+1)AT|fn:| + ]1T>nZn < Vn/\T + ]1T>nYn .

En conséquence, en utilisant le résultat au rang n fini pour ces processus, on obtient :

nAT—1 i n—1
E Vn/\T]lT<oo + Z Zk = I Vn/\T+ Z ]1T>ka:|
k= k=
0 L k=0
< E{Vo+ > ]1T>lec:|
k=0
i nAT—1
< E\W+ > Yk:|
L k=0
T—1
< E|Vo+ > Yk] :
L k=0
nAT—1
Comme V717 est presque-stirement constante a partir d’un rang, et que > Zj converge
k=0
vers la somme jusqu’au rang 7' — 1 (éventuellement infini) de facon croissante, dans R*, on a
nAT—1 T—1
bien lim Viarlrcs + Y. Zi = Vi + Y. Zi. En appliquant le lemme de Fatou, on en déduit
n—reo k=0 k=0
le résultat voulu. O

Proposition 43 :
Soient P un noyau sur X, et V, f : X — R+ mesurables.

Supposons que pour z ¢ C' € X, on a PV (x)+ f(x) < V(x). Alors pour tout z € X, on a :

B V(X Lopan + 3 £ | < 1e(@)(PV (@) + £(2)) + Loc(@)V(a).
k=0

Démonstration. Définissons les variables suivantes :

13



=V (Xo)1ce(Xo),
V}g = V(X}) pour k > 0,

Zk = f(Xy),

Yo = (PV(Xo) + f(Xo)) x Le(Xo),
Y =d x 1o(Xg),

avec d = ||[(PV + f)1¢||,, € RY.

En admettant qu’on peut appliquer le théoreme précédent, avec T'= o¢, on a :

oc—1
Eo |Voeloocoo + Y f(Xi)| S V(2)lee(z) + (PV(2) + f(2))Le(2),
k=0
c’est-a-dire le résultat souhaité.
Il reste donc a vérifier les hypotheses du théoreme, a savoir E[Vj1|Fi] + Zx < Vi + Yx.

Compte tenu de I'asymétrie dans les définitions, faisons le cas k = 0 a part. Aurang k = 0, on
a directement E,[V1|Fo]l + Zo = PV (x) + f(x) < 1ee(x)V(z) + 1o(2)(PV (2) + f(2)) = Vo + Yo.

Pour les rangs suivants, il faut un peu plus majorer :

E Vil Fel + Zr = PV(Xg) + f(Xk)

Too(Xk)V(Xk) + Lo (Xi) (PV(XE) + f(Xk))
V(Xe) +1e(Xk) xd

Vi + Y.

VARVAY

Corollaire 44 : .
oco—
Si d < oo, alors sup ]Ex{ > f(Xk)} <d

zeC

Corollaire 45 :

Sid < oo et P a une mesure invariante 7 telle que 7({V = oco}) = 0 alors on a w(f) < d.

Démonstration. Par invariance de la mesure m, on a :

m(fm) = E”[,fl(XO)]

IA
3

[\
/‘\/‘\w

14




avec les derniéres étapes découlant d’inégalités de Jensen, notamment P(f Am) < (Pf) Am.

On a PV + f <V +d, donc plus généralement P"V + P"~1f < P~V 4+ d pour n > 0. En

passant a la somme :
S PV(x)+ > Pif(x) <Y PV (z) +nd

n

—1
Il en découle % ST PRF<d+ % On a donc 7(f,,) < 7T<(d + %) A m). Comme V est presque
k=0

stirement fini sous la loi 7, on en déduit (d + %) Am =23 d Am, Les applications sont bornées
n—oo

par m, donc par convergence dominée, m(f,,) < w(d Am) =d A m.

Finalement, par convergence monotone, 7(f) < d pour m — oo. O]

Théoréme 46 (Condition de drift de Foster) :

Si b :=sup E,[$7¢] < oo pour un certain 5 > 1, alors V(z) = E,[7°] vérifie la condition de
zeC
Foster-Lyapunov : PV <V + bl¢.
Réciproquement, si il existe V' : X — [1,00], A € [0, 1] et b < oo tels que PV < AV + bl¢,
alors pour tout = € X on a E,[A™¢] < V(z) + 2.

Démonstration. Commengons par l'implication directe. On a V(z) = E,[87]. Alors :

PV(2) = E,[V(Xy)] = %EZWOJ

d’ou le résultat, car o¢ = 7¢ lorsque = ¢ C' et E,[37¢] < b lorsque z € C.

Pour le sens réciproque, si V(x) = oo alors on a de toute fagon I'inégalité. Supposons donc
V(z) < oo, et posons f = (1 = A\)V. On a PV + f <V + ble, donc le théoréme précédent
s’applique :

oc—1

1= NE| 3 V(X))

< (PV(z)+ (1 =XNV(x))le(x) + V(z)lee(z) < V(z) + ble(x)

or V> 1donc E,[o¢] < W < 00 et en particulier, o¢ est fini presque-stirement. Soient

désormais V,, = % On a E[V, 1| F.] <V, + %]IC(XH).

On définit alors Z, =0 et Y,, = #]IC(X,]). Le théoréme donne :

oc—1
By 1 b
Ew [)\ C} < Ew[vac] < Ex[%] + b]Eac ];:0 W]IC’(Xk) = V(LL‘) + X]IC(x) :
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2 Chaines atomiques

2.1 Atomes

Définition 47 (Atome) :
Un atome du noyau P est un ensemble o pour lequel il existe une mesure p de sorte que pour

tout © € a on a P, = p. On note alors P, cette mesure.

Remarque 48 :

Dans le cas des marches aléatoires discretes, tous les états sont atomiques.

Définition 49 (Ensemble accessible) :
L’ensemble A € X est accessible si, pour tout z € X, on a P,(04 < 00) > 0. On note X"

I’ensemble des parties accessibles.

Remarque 50 (Exemple) :
Lorsque X,11 = (X, + W,11)", pour des déplacements W; ~ N(0,1), {0} est un atome

accessible.

Lemme 51 :

Soit o un atome accessible. Alors :
1. A € X est accessible ssi P,(04 < 00) > 0,

2. si A n’est pas accessible, alors A€ 'est.

Démonstration. Pour le premier point, le sens direct est évident. Le sens réciproque découle

d’une propriété de Markov forte, via :

P,(oa <00) > Py(0a00, <0)=P,(0, <0)Py(04 <o0)>0.

Pour le second point, si A n’est pas accessible, alors P,(A) = 0 donc P,(A°) = 1. En

conséquence, P, (c4c < 00) = 1. D’apres la premiére équivalence, A¢ est donc accessible. O]

2.2 Récurrence et transience

Définition 52 (Atome récurrent) :

Rappelons que U(z, A) = E,[N4] est le nombre moyen de visites en A en partant de z.

L’atome « est récurrent si U(a, o) = 0o. L’atome « est transient sinon.
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Théoréme 53 :

Les propriétés suivantes sur 'atome « sont équivalentes :
1. Py(oq < 0) =1,
2. P(N, =00) =1,

3. « est récurrent.

Démonstration. L’'implication (2 = 3) est directe : si N, est infini p.s., il n’est pas intégrable.

L’équivalence (1 < 2) découle de P, (0&") < oo) =Pu(0, < 0)" — P,(N, = 00).

n—oo

L’équivalence (1 < 3) découle de E[N,] = > Po(Ny >n) = > P,(0, < 0)". O

n>1 n>1

Définition 54 (Ensemble absorbant) :
Un ensemble A € X est absorbant si pour tout € A, on a P,(A) = 1.

Lemme 55 :
Soit & un atome accessible. Alors le domaine d’attraction de I’atome «, défini par ’ensemble
a0 = {2 € X, P, (N, = 00) = 1}, est absorbant.

Démonstration. Soit h(z) = P,(N, = 0o) harmonique sur X. Lorsque = € i, On a :
h(I) = 1 = Pa:(aoo) + Ea: []]‘ago<X1)]PX1<Na = oo):| ,

donc P,(aS,) =0, sans quoi 1 < 1. O

Proposition 56 :
Soit v un atome accessible récurrent. Alors tout atome f tel que P, (0 < 00) > 0, 'atome

B est en fait accessible et récurrent, et on a P,(Ng = 00) = Pg(N, = o0) = 1.

Démonstration. Comme P, (0 < 0c0) > 0, d’apres une des lemmes précédentes, 'atome 3 est
accessible. Comme o — /3, on a 'inclusion d’événements {N, = oo} C {Ng = oo} presque-stire.
Par récurrence de a, P, (Ng = 00) > P, (N, = 00) = 1. En outre, par propriété de Markov forte,
P3(Ng = 00) > Pg(o, < 00)Po(Ng = 00) =1, donc [ est récurrent.

Comme [ est accessible et récurrent, et o accessible, quitte & intervertir « et 5 dans la preuve

précédente, on obtient Pz(N, = co) = 1. O

Définition 57 (Ensemble et noyau récurrent) :

Un ensemble A est récurrent si U(x, A) = oo pour tout = € A.
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Un noyau P est récurrent si tout ensemble accessible est récurrent.

Définition 58 (Ensemble et noyau transient) :

Un ensemble A est uniformément transient si sup U(z, A) < oco.
z€A

Un ensemble A est transient si il est union d’ensembles uniformément transients.

Un noyau P est transient si X est transient.

Théoréme 59 :

Soit o un atome accessible. Alors P est récurrent ssi « est récurrent.

Inversement, P est transient ssi « est transient.

Démonstration. Si P est récurrent, en particulier « est récurrent car il est accessible.

Supposons donc « récurrent. Soit maintenant A € X accessible quelconque. En particulier
P,(04 <o00) > 0. On a linclusion {N, = 0o} C {N4 = o0} p.s. pour toute loi initiale. En

particulier, on a P,(N4 = o0) = 1. Pour tout x € A on a donc :

U(x,A) = E,[Na] > P.(0, < 00)E4[N4] = 00

L’autre équivalence se montre par des raisonnements analogues. ]
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2.3 Période d’un atome

Définition 60 (Période d'un atome) :
Soit o un atome de P. La période de « est le pged de E, = {n € N, P*(«) > 0}, noté d(a).

Lemme 61 :
Sim,n € E,, alors m+n € E,.

Démonstration. On a :

[0}

P (a) = /]Px(Xm € a)dPl(z) > /Pa(Xm € a)dPl(x) = Pl ()P («) > 0.

«

O]
Lemme 62 :
A partir d'un rang ng, pour tout n > ng, on a nd(a) € E,.
Démonstration. Comme d est un pged, par relation de Bezout, on a des entiers ny,...,ns € F,,
S

et ny,...,ns € Z tels que > amn; = d.
i=1

Quitte a séparer les parties positives et négatives, on a ¢ = Z a n; € E,etp= Z a; n; € B,
par le lemme précédent, et d = ¢ — p. Comme p € E,, d d1v1se p donc p = kd, et naturellement
q=(k+1)d. On a nd =n(q —p) = n(q — kd).

Quitte a faire une division euclidienne par k, on a n = lk + r, donc nd = lkd +rq — rp =
(I —r)p + rq. Autrement dit, dés que [ > r, on a nd € E,. Comme r est un reste modulo k, des

que | >k, dés que n > k?, on a le résultat souhaité. O

Lemme 63 :
Soient «v et [ deux atomes accessibles. Alors d(«) = d(f5).

Démonstration. Soit n € E,. Montrons que d(/) divise n. Comme « et [ sont accessibles,
on a u et v tels que P¥(8) > 0 et P§(a) > 0. On a alors Py™(8) > Py(a)Pg(a) > 0 et
PTY(B) > Py (o) PiH(a) Py () > 0, donc d(B) divise (u+ v +n) — (u+v) =

En passant au pged, d() divise donc d(«). Par symétrie du raisonnement, on a 'égalité. []
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Définition 64 (Période d'un noyau) :
Si P admet un atome accessible, alors d(P) est la période de ses atomes accessibles.

Si d(P) =1, on dit que P est apériodique.

Proposition 65 :
Le noyau P est apériodique ssi pour tout atome accessible, Pg(ﬁ) > () a partir d'un rang.

Si P est apériodique, alors pour tous atomes accessibles « et 3, a partir d’un rang, P?(/3) > 0.

2.4 Mesures invariantes

Définition 66 :
Soit @ un atome de P. L’atome est :
— positif-récurrent si E,[0,] < oo,

— nul-récurrent si E,[0,] = oo mais U(a, a) = E[N,]| = oc.

Proposition 67 (Formule de Kac) :
Soient 7 une mesure P-invariante et C' € X tel que P,(0¢ < o0) =7 o.

oo—1

Pour toute fonction positive f, on pose d'une part 7&( f f E, { S f Xk)] m(x) et d’autre

part w5 (f f]E {Z f Xk)] m(x). Alors 7 = 7 = 7.
Démonstration. En premier lieu, il est clair que 7% et 7}, sont des mesures de probabilité sur X,
et que Prd = 7w}, par propriété de Markov faible.

Remarquons alors que :

m(f) = P'n(f)

- B )
= E, |:f(Xn) <]lac>n + kZ_O Ix, .ec, Xnk+1,...,Xn¢C):|
— Bl (X L] + 5 Ea[Ex, [Lee g SO0
= Eﬂ[f(Xn)]lUc>n] + chl)Eﬂ[Eﬂ[]lXoEC]lac>kf(Xk)H

ocoAn—1

_ Ew[f<Xn>nac>n]+Eﬁ[nc<Xo> 5 f<Xk>].

oco—1

Par convergence monotone, le terme de droite a pour limite [, []IC(XO) 2 f(X k)] = 72(f)

pour n — oco. On en déduit en particulier que 7&(f) < 7(f). On peut donc deﬁnlr une mesure

A = 7 — 7, positive, absolument continue par rapport a 7.
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Soit f(z) = P,(0¢ < o). Par propriété de Markov forte :

E:[f(Xn)lspsn] =Pr(n < oc < o0) — 0.

n—0o0

Il en découle Ax(f) = 7(f) — 72%(f) = limP,(n < oc < 00) = 0. Or f est strictement positive

m-p.s. par hypothese, et A1 < 7, donc nécessairement Anw = 0.

Au final, on a bien 7 =7 = 7P = 72 P = w.. O

Proposition 68 :
Soit o un atome accessible de P. Alors « est positif ssi il existe une mesure P-invariante 7.

Ea {Uza ]lA(Xk)]
De plus, dans ce cas, 7 est unique, et 7(A) = E;W

Démonstration. Si « est positif, alors E, [0, < oo, donc I'application 7 ci-dessus est bien définie,

et c’est une mesure. En outre, par propriété de Markov :

TP(A) — Ea{é PXk(A)]

= kz: Ea[PXk (A)]lcra>k]
=1

= Eo[1a(Xes1) Loy

k=1 _
oa+1

- E[$ L)

| k=2

— E, ]illA(Xk)] + o [Ex,, [1a(X1)]]

= Ea ]?::HA(Xk)] +Ea[]lA(X1)]
= 7(A).

Pour le sens réciproque, on utilise la formule de Kac ci-dessus. Comme « est accessible, on a

7 = 7l. Pour la fonction constante f =1, on a :

Oa

> f(Xk)] = 7(a)Eql0a]

k=1

1=7n(f) =ma(f) = n(a)Eq

d’ou E,[o,] = ﬁ < 00, a est positif et on a I'unicité sous la forme souhaitée. O

Remarque 69 :
Si T est un temps d’arrét, et 6 'opérateur de shift, on rappelle que [07](w) = O (w).
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Proposition 70 :
Soient o un atome P-récurrent. On considere des variables Zj, . . ., Zj qui sont F,_-mesurables,

telle que pour 0 < ¢ < k, E,[Z;] ne dépend pas de = € a.

k k
Alors pour toute mesure initiale A, si Py (o, < 00), on a [H Z; o 90@)] = E\[Zo] [] Ea[Zi].

=0 =1

Démonstration. Si k = 0 le résultat est évident. Pour £ > 1, en utilisant la propriété de Markov

forte : i - L
EA[ Zio 90(0] = Ex|lsu<eo [[ Zio 9(,@)}
1=0 L =0 1
= E)\ ]lo'a<ooZO X (H Zi+1 o eg(i)) o 60',1:|
I z:(;cfl
= E)\ ]lo'a<ooZO X Ea |:H Z’i+1 o ea(i):|1
L i=0 “
k
= [ Ea[Zi]E[1s, <00 Z0],
i=1
d’ou le résultat voulu, car Py (o, < 00) = 1. O

3 Espaces discrets

Définition 71 :
Si X est discret, on dit que :

1. P est irréductible si il existe € X tel que 'atome {x} est accessible.

2. P est fortement irréductible si pour tout x € X, 'atome {z} est accessible.

Remarque 72 (Notation) :

Ici, comme l'espace est discret, il suffit d’étudier P sur les singletons de X, et on écrira
P, y) = P:({y})-

D’autre part, on posera P((x,2'), (y,y')) = P(x,y)P(2',3/), le noyau qui fait évoluer deux

P-chaines de Markov indépendamment.

Remarque 73 (Rappels sur la variation totale) :

Pour deux mesures de probabilité £ et & on a :

—¢ = su ¢ =2 inf /]lxx/d z,7') =2 inf P(X # X’
6= €l = i) =€ =2, 1t [ st ) =2 it PC£ X

ou C(&,&') est Pensemble des couplages entre € et &', des mesures sur X2 dont la loi marginale
gauche (resp. droite) est & (resp. £'). Lorsque & = ¢u et £ = ¢'p sont absolument continues pour

une méme mesure /1, alors [|€ — ||y = [le — ¢'| du.
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En outre, dyr(§, &) = %Hf — &y

Proposition 74 :

Soient £ et & deux lois sur X, n € IN un entier et a € X quelconques. Alors :
dyr(§P",§'P") < Pege (T > n)

ou T =inf{n >0, (X,,X]) = (a,a)} est le temps de premier croisement.

Démonstration. On utilise ici la définition via le sup sur les fonctions f pour lesquelles |f| < 1.

A f fixée, on a :
Eeoe [f(Xn) — F(X})] = %@@e[(f(Xn) — [(X0)Lrsn]
+ kgﬂ Eeoe [1r=kB(a,0) [f(Xn-) = [(X]4)]]
= Eeae[(f(Xn) — f(X)Lrs)]

or chaque terme de la somme sur k est nul. Comme |f(z) — f(2")] < 2, en passant au supremum
sur les fonctions f, on en déduit que ||{P" — &Py < 2Pege (T > n), et donc le résultat
souhaité du dyr. O

Lemme 75 :

Si P est apériodique et fortement irréductible, alors P aussi.

Démonstration. On a P ((x,'), (y,y)) = P™(z,y)P™(«',y'). Or & partir d'un certain rang,
P™(z,y) > 0 et P*(a',y') > 0, d’ot le résultat sur P. O
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Proposition 76 :
Si P est fortement irréductible, apériodique, positif, alors dyr({P™, 7) — 0.
n—oo
Démonstration. Ici, m est I'unique probabilité invariante du noyau positif P. Ona7m =7 ® 7 la

probabilité invariante de P. En outre, par le lemme précédent, P est fortement irréductible.

On veut montrer que Pegr (T > n) — 0. Comme Pegr (T > n) = [P, (T > n)dé(x) dn(a’),

il suffit de montrer que P, ,/(T" > n) — 0 puis conclure par convergence dominée.

Soient T = (z,2') et @ = (a,a) € X2 1l suffit de montrer que Pz(7; < 0o) = 1 pour obtenir
la limite souhaitée. Comme Pz(0z < 0o) > 0, par le lemme utile, on a la chaine d’inclusions
{Nz = o0} C {N; = 0} C {0z < o0} presque-siirement sous Pz. Or I'état T est récurrent pour

P, d’'ott Pz(Nz—o) = 1, ce qui conclut la preuve. ]

4 Théorie de renouvellement

Définition 77 (Processus de renouvellement) :

Soient (Y;);5, 2 b des temps d’attente sur IN*, indépendants de Y ~ a a valeurs dans IN.

n

Alors S,, = > Y; est un processus de renouvellement, une chaine de Markov discréte pour le
i=0

noyau P(i,j) = b(j — i)1;s;, et on note alors P, la probabilité sur NN induite par le processus.

Définition 78 (Processus de renouvellement apériodique) :
On dit que b est apériodique si pged({n € IN*, b(n) > 0}) = 1.

Définition 79 (Processus de renouvellement sans délai) :

On dit que S est sans délai si a = g, si Sy = 0.

Définition 80 (Probabilités de renouvellement) :

On pose V,, = }° 1g,—, la variable qui indique un renouvellement a I'instant n. On note
jeN
k
alors v, (k) = Py (Vi = 1), et u(k) = vs, (k). On a u(k) = do(k) + >. P(S,, = k) = >_ b*(k) ot la
j=1 jEN
) J

fonction 0¥ (k) = > ( I b(lm)> est la convolution itérée de b. Avec le méme argument,
Lt +lj=k \m=1

Vg = @ * U.
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Théoreme 81 :
Pour toute mesure a sur IN, v, est I'unique solution de v = a + b x v. En particulier, u est

I'unique solution de u = g + b * u.

Démonstration. On a bien u solution du second systéme d’apres ce qui précede. En conséquence,
axu=axd0)+axbxu=a+bx(axu), donc v, est solution du premier systéme.
n .
Pour I'unicité, soit v solution du systéme. Quitte & itérer, on a v = a* >_ b +b*™+) %, Sur
J=0

tout intervalle [0, k], dés que n >k, on a v(k) = a * > b9 (k) + bV s u(k) = a x > b (k),
Jj=0 jeEN
d’ou 'unicité de v,. O

On pose désormais U(z) = > u(n)z" la série génératrice de u, de rayon de convergence 1 au
nelN
moins. On peut vérifier que U(z) — oo pour z — 1 dans R, donc le rayon de convergence est

précisément égal a 1. On pose de méme les séries génératrice A de a, B de b et V, de v,.

Corollaire 82 :
En passant aux produits de Cauchy, lorsque |z| < 1, on obtient U(z) = 1 + B(2)U(z) et
Vu(z) = A(2) + B(2)Va(2).

Proposition 83 :

Supposons que le temps moyen d’attente m := > jb(j) < oo est fini. Alors v, est constante
JEN*
ssi a(k) =as(k) === > b(j), et alors on a v, = +.
Jj=k+1

Démonstration. Supposons v, = ¢ constante. Alors V, = %, donc :

1-B
1_Z:c(1—B) 2

kelN

A=c

En particulier, a(l) = c(l — i%b(j)) =c i b(j). On a alors > a(l) =c¢ > jb(j) =cm =1

j=I+1 leEN jEN

1 1
mxl—z

d’ou ¢ = % Réciproquement, si a = ag, alors en remontant les calculs on trouve V, =

d’ot v, = L constante.

m

4.1 Temps de vie résiduel, Forward Recurrence Time Chain

On définit les variables p, = inf{n € N, S,, > k}, A, = S,, —k pour k > 1 et Ay = Yy + Ly,—Y3.

Dans ce cas, P(Ag = k) = a(0)b(k) + a(k).
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Proposition 84 :
A est une chaine de Markov sur X = [[1,sup{n € N, b(n) # 0}] de noyau @ défini par
Q(1,7) = b(y) pour j € X et Q(j,7 — 1) = 1 lorsque j > 2. De plus, le noyau Markovien

() est fortement irréductible, récurrent.

i

Si m < oo, alors @) est positif, et la mesure pg(k) = % b(j) est Q-invariante.

k

J

Démonstration. On peut vérifier aisément que A est une ()-chaine de Markov.

L’irréductibilité de @@ vient du fait que Q1 = b, donc on va dépasser tout point de X en
partant de 1, puis revenir en arriere jusqu’a l'atteindre, avant de revenir finalement en 1. En

conséquence, () est fortement irréductible et {1} est un atome récurrent.

En outre, comme le temps de retour en 1 est égal a la longueur du saut initial, de loi b, on a

Ei[o1] = > jb(j) = m. Le noyau @ est donc positif ssi m < oo.
Jen*

Dans ce cas, le corollaire de la formule de Kac nous donne la probabilité invariante :

(k) > 1)

1
= F
El [0'1]

Théoréme 85 (Blackwell) :

Si b est apériodique et m < oo, alors pour toute loi initiale a sur IN, v,(n) — %
n—0o0

Démonstration. On a v,(n) = P,(Im € N, S, =n) = P, (A,-1 =1).

Or Q est fortement irréductible, positif-récurrent car m < oo. Comme b(k) < Q*(1,1), la

période de ) divise la période de b, donc que @) est apériodique.

alors dyr(An_1, us) — 0, donc en particulier P,(A, 1 = 1) — pg(1) = +. O

m

Théoréme 86 (Théoreme de Kendall) :
Par la suite, on note D = {z € C, |2| < 1} le disque unité fermé.

Supposons que b est apériodique. Dans ce cas, B est holomorphe sur un voisinage ouvert de

D ssi il existe A > 0 tel que > (u(n) — A)z" est holomorphe sur un voisinage de D.
nelN

Dans ce cas, 0nam<ooet)\:%.
Démonstration. Siles deux points sont vérifiés, alors par holomorphie de B sur un disque rayon

f>1,onab(n)= O<%n) qui converge vers 0 a une vitesse géométrique. En particulier, (jb(5))

est sommable donc m < oco. Par holomorphie de 'autre fonction sur un voisinage de D, on a en

26




particulier _ |Ju(n) — A|[1" < oo donc u(n) — A. On a précédemment établi que, comme b est
nelN

apériodique et m < oo, on a u(n) — % Par unicité de la limite, A\ = %

Comme la suite (u(n)) est bornée, la série entiere F' = ) (u(n) — A)z™ définit toujours une
nelN
fonction holomorphe & l'intérieure de D. Il en va de méme pour W = >~ (u(n + 1) — u(n))
nelN
Dans l'intersection de leurs domaines de définitions, on a W = (1—2)F+\. En outre, a I'intérieur

de D, on a |B| <1 donc W = (1 — 2)U = {=%.

PUans

Supposons le premier point vérifié, et posons A = % Pour r > 1, 0on a :

rn

u(n) — % <Y fuk 4+ 1) —u(k) < fulk + 1) — w(k)

Si on arrive arrive a majorer le terme de gauche indépendamment de n pour un certain r > 1,
alors F' sera holomorphe dans le disque ouvert de rayon r, sur un voisinage ouverte de D. Pour

ce faire, il suffit de montrer que W est holomorphe sur un voisinage du disque.

Par hypothese, la série B est bien définie sur un voisinage de D. Comme |B| < 1 a 'intérieur

de D, 1 — B ne s’y annule pas.

Sur oD = U, B(ei‘)) est bien défini. On peut alors effectuer une majoration terme a terme
Re(B(e"?)) = kz%\l b(k) cos(k8) < > b(k) = 1. En conséquence, si B(e”) = 1, alors pour tout
€

keIN
k € Supp(b), on doit avoir cos(kf) = 1 donc kf = 0[2x]. Comme b est apériodique, par relation

j
de Bezout, on a ky,...,k; € Supp(b) et ly,...,l; € Z tels que Y kyl, = 1. En conséquence,

m=1

J
0= > ln X knt =0[27]. Autrement dit, le seul point ou 1 — B s’annule sur 9D est 1.
m=1

1—2
’ 1-B

de D, dont la seule singularité est en 1. En outre, B’(1) = m > 1 > 0 donc la singularité en 1

Par principe des zéros isolés appliqué a 1 — B est un méromorphisme sur un voisinage

11—z
1-B

est effacable. En conséquence, W = est bien holomorphe sur un voisinage de D.
Réciproquement, supposons que F' est holomorphe sur un voisinage de D, pour un certain A.

1—2
w

Il en va de méme pour W = (1 — 2)F + A. On a donc le méromorphisme B = 1 — sur un

voisinage de D.

Comme B est continue sur D, jusqu’au bord, on en déduit que W n’a aucune singularité sur
D sauf peut-étre en 1. En outre, comme W = (1 — 2)F + A, on a W(1) = A # 0. Finalement,

1—2
w

fait un holomorphisme sur ce domaine. ]

par principe des zéros isolés, W ne s’annule pas sur un voisinage de D, donc B =1 — est en

4.2 Théorie de renouvellement et chaines atomiques

Dans cette sous-section, on considére un noyau P avec un atome « récurrent. On pose ici Sy = o,
et Spy1 =Sk + 0,0 esk.
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Si on a une mesure initiale £ telle que P¢(0, < 00) = 1, alors (Si) est bien un processus de
renouvellement, avec ag(k) = P¢(0, = k) la distribution du délai, et b(k) = P, (0, = k) la distribution
des temps d’attente.

On a u(n) = Po (X, € @) et vy, (n) = Pe(X, € ).

Corollaire 87 :

Si P a un atome accessible a apériodique positif-récurrent, alors :

1
Pla) =P,(X, € o) —

n—oo [E, [o’a] ’

Démonstration. Il nous faut satisfaire les hypotheses du théoreme précédent. Autrement dit, on
oo

veut montrer que b est apériodique. On a vu que P*(a) = > b**(n). Si P*(a) > 0, alors on a
k=0

k k

un certain k tel que b**(n) > 0, d’out jy,...,jx tels que > j, = n et [] b(j,) > 0. La période
r=1 r=1

de b divise chaque j, donc leur somme n. Elle divise donc le pged de tous ces n, la période de «

égale a 1. On conclut en appliquant le théoreme de Blackwell. O]

Proposition 88 :

Soient P avec un atome accessible « positif-récurrent, et 7 sa mesure invariante. On a alors :

[e.o]

16P™ = 7llyp < Pe(00 = n) + lag * u — (@) ¥ (n) +m(a) Y w(k),

k=n+1

ou (k) =Py(oq > k) pour k > 1, et ¥(0) = 0.

Démonstration. Soit h mesurable, telle que |h| < 1. En faisant une décomposition en fonction

de la derniere visite en «, on a :

ePi(n) = Edh(Xn)n%zn]+’Zz_leg{h(Xma(Xoﬁlnac(Xk)

n—1

= Edlh(X) oz + X Pe(Xi € )Balh(Xo) Loz

— Eeh(X) Lo on] zu e @)D Ealh(Xot) Loy o).

Par la formule de Kac, on a 7(h) = W(Q)Ea|: ) h(Xk)} =7m(a) > Eo[h(Xi) s, >k]-
k=1

k=1
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En combinant les deux, on obtient :

|§Pn(h) - W(h” < |IE§[h(Xn)]laa2n]|
+ k;lag xu—m(a)|(n— k) x |Eo[(Xy) Lo, k]|

+ (@) 3 (Bl ]

IP&(O'Q Z TL)

= Pe(00 2 n) + lag xu—7(a)| *d(n) +7(@) >> $(k)

k=n+1

c’est-a-dire le résultat voulu en passant au supremum pour tout h.
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5 Notion d’ensemble small

5.1 Ensemble small

Définition 89 (Ensemble small) :
On dit que C' C X est (m, p)-small lorsqu’il existe m > 0 est une mesure de minoration g
non triviale (0 < p(X) < 00) tels que pour tout z € C', P > p.

Remarque 90 (Exemple du modele auto-régressif) :
On pose Xj11 = aX}, + Zpyq ou 7, %IN(O, o?).

Plus généralement, les Z, sont iid & densité f > 0. On a P,(A4) = [14(y)f(y — ax) dy.
Si C' est compact, alors pour tout x € C, P,(A) > P,(ANC) > ANANC) x infcf(y —ax).
RIS

Si f est semi-continue inférieurement, alors cet infimum est atteint, strictement positif.

Lemme 91 :

Si C est small et accessible, alors il existe une mesure 7 telle que C' est n-small et n(C) > 0.

oo
Démonstration. On définit le noyau de transition K, = (1—¢) 3 ¥ x P*, qui effectue un nombre
k=0
aléatoire de transitions (suivant une loi géométrique de parametre 0 < ¢ < 1) sous la loi P.
Comme C est (m, p)-small, pour tout x € C', on a K.(z,A) > (1 —e)e™pu.

Comme C' est accessible, pour tout x € X, on a K.(z,C) > 0. En conséquence, en passant a
I'espérance selon u, on a K (C) > 0. 1l existe donc n € N tel que pP"(C') > 0.

Pour tout = € ', on a alors :

P = [ BAAPr) 2 [ P duty) = uP (),

donc C est ((n +m), uP™)-small, et uP™(C) > 0. O

Lemme 92 :

Soit C' un ensemble (m, u)-small. Si A est accessible, alors il existe un entier ¢ > 1 tel que
inf PI(A) > 0.
zeC

Démonstration. Comme A est accessible, on a uP™(A) > 0 pour un certain n. Alors pour tout
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z e C,ona P*™(A) > uP"(A) > 0. O

Lemme 93 :
Supposons que D conduit uniformément & C' un ensemble (m, p)-small. Autrement dit, on

suppose que in]f3 P?(C) =9 > 0 pour un certain n. Alors D est (n + m, du)-small.
re

Démonstration. Pour x € D, on a P*™(A) = [ P™(A)dP™y) > [ p(A)dP!(y) > du(A). O
c

Y
X

Corollaire 94 :
Si P admet un ensemble C' small et accessible, alors on peut recouvrir X par une famille

dénombrable d’ensembles small.

Démonstration. Posons Cy,,, = {z € X, P*(C) > L}. Comme I'ensemble C' est accessible, on a

bien X = |J . Reste donc a vérifier que chaque ensemble C,, ,, est small.
m,nelN*
Par définition, mf P}C) > -- donc (), conduit uniformément a C'. D’apres le lemme
précédent, c’est blen un ensemble small. O

Lemme 95 :

Soit C' un ensemble (m, 1)-small et accessible. Si u(A) > 0 alors A est accessible.

Démonstration. Soit x € X. Par accessibilité de C' on a n > 0 tel que P(C) > 0. Alors
Pr™(A) > [ PM(A) AP (y) > u(A) x Pp(C) > 0. Donc A est accessible. O
c

5.2 Irréductibilité

Définition 96 (Noyau irréductible) :

Dans ce contexte, P est irréductible lorsqu’il admet un ensemble small et accessible.

Définition 97 (Mesure d’irréductibilité) :
La mesure ¢ est une mesure d’irréductibilité lorsque ¢(A) > 0 implique que A est accessible.
On dit que cette mesure ¢ est maximale lorsque la réciproque est vraie, lorsque p(A) > 0 ssi A

accessible.

Remarque 98 :

La définition classique d’irréductibilité pour les chaines de Markov est celle d'un noyau pour

lequel il existe une mesure d’irréductibilité non triviale.
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Théoréme 99 :
Si ¢ est une mesure d’irréductibilité, alors @K, est une mesure d’irréductibilité maximale
pour 0 < e < 1.

Toute mesure d’irréductibilité est absolument continue par rapport a toute mesure maximale.

En particulier, toutes les mesures maximales sont équivalentes.

Démonstration. Pour la seconde partie, considérons ¢ irréductible et 1) maximale. Si ¥(A) = 0,

alors A n’est pas accessible, donc p(A) =0, d’ou ¢ < .

Pour la premiere partie, considérons d’abord A accessible. Comme K.(z, A) > 0 pour tout

x, on a donc pK.(A) > 0. En admettant que la mesure est irréductibilité, elle sera maximale.

Reste a montrer que c’est bien une mesure d’irréductibilité. Pour un ensemble mesurable
A quelconque, définissons I'ensemble A = {x € X, P,(14 < c0) > 0} = {z € X, K.(z, 4) > 0},

I’ensemble des configurations qui vont visiter A avec probabilité positive.

On a K.(A) = [ K.(z,A)dg(z). Si K.(A) > 0 alors en particulier ¢(A4) > 0 d’ot enfin A
A

accessible. On a donc P, (04 < o0) > P, (O’A 00, < oo) =, []IC,ZQO]PXGX(TA < oo)} >0. [O

Théoréme 100 :

Soit P irréductible. Alors tout ensemble accessible contient un ensemble small accessible.

Démonstration. Posons D un ensemble (m, p)-small accessible.

Soit un ensemble A accessible. Posons A,, = {.CE €A P.(op=p) > %} Ces ensembles

conduisent uniformément a D donc sont small également.

En outre, en considérant une mesure d’irréductibilité maximale ¢, par exemple pkK., on a

P(A) = @/)( U Am) > 0, donc un des ensembles A, , est small et accessible. O

p,qeIN*

Théoréme 101 (Jain, Jamieson) :
Lorsque la tribu X est engendrée par une famille dénombrable, P est irréductible ssi il existe

une mesure d’irréductibilité non triviale.

Démonstration. Admis. O
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5.3 Lien entre irréductibilité et stationnarité

Définition 102 (Noyau positif) :
On dit que P est un noyau positif lorsque c¢’est un noyau irréductible, qui admet une mesure

de probabilité invariante .

Théoréme 103 :

Si P est m-positif, alors 7 est une mesure d’irréductibilité maximale.

Démonstration. Si 7 est une mesure d’irréductibilité, comme 7K, = 7, alors 7 est maximale.

Supposons donc que w(A) > 0 et montrons que A est accessible. On définit I’ensemble
A={ze€X, P,(14 < o0) > 0} comme précédemment. En particulier, A C A ici.

Siz ¢ A alors 0 = Pu(14 < 00) > E, []IGZQO]PXGZ(TA < oo)} Comme la probabilité dans
I'espérance est toujours strictement positive, on a donc P, (o4 < 00) = 0, et donc K. (x, Z) =0.
On en déduit que w(Z) = 7K, (Z) = [ K. (x,Z) dmr(z). Comme K. (x,z) < 1, la fonction doit

A

étre presque-stirement égale a 1 sur A.

Comme W(Z) > 1(A) > 0, il existe en particulier x € A tel que K. (x,Z) = 1. Finalement,
K. (ch) — (. Autrement dit, A° n’est pas accessible, donc pour une mesure d’irréductibilité
maximale, on a @D(ZC) = 0 donc naturellement ¢(Z) > 0.

En conclusion, A est accessible, et conduit avec probabilité positive & A, donc A est accessible.

La mesure invariante est bien une mesure d’irréductibilité. ]

5.4 Unicité de la mesure invariante

Lemme 104 :

Soit A une mesure signée finie P-invariante. Alors A" est aussi P-invariante.

Démonstration. Soit S un ensemble de Jordan, tel que AT(A) = A(A N S). Dans ce cas, on a
ATP(B) > MP(BNS)= [P,(BNS)d\"(z) > [ P,(BNS)dA(z) = AM(BNS) = AT (B).

La mesure AT P — \* est positive, de masse finie. En outre, AT (X) = AT P(X), donc la mesure

est nulle, AT est P-invariante. O]

Corollaire 105 :

Si P est irréductible, alors P admet au plus une probabilité invariante.

Démonstration. Soient p et v deux probabilités invariantes. La mesure signée p — v est aussi
. . + . . oy

invariante, donc (u — 7)™ sont deux mesures invariantes, positives.
):I:

Comme p(X) —y(X) =1—1 =0, alors les mesures (; — )~ sont positives, P-invariantes,
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de méme masse. En particulier, une des mesures est non-triviale ssi 'autre 1’est.

Si ces mesures étaient non-triviales, alors a normalisation pres, on obtiendrait deux mesures
de probabilité invariantes, donc des mesures d’irréductibilité maximales, équivalentes par ce qui

précede.

Cependant, ces mesures sont a supports de Jordan disjoints, donc elle ne peuvent pas décrire

les mémes ensembles accessibles. En conclusion, (u — 'y)i =0, donc p = 1. O]
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Proposition 106 :
Si P est irréductible, alors A accessible ssi A = {z € X, P,(74 < 00) > 0} lest.

Démonstration. On a en particulier A C A donc le sens direct est évident. Réciproquement, si

A est inaccessible, soit 1) une mesure d’irréductibilité maximale, telle que ¥(A) = 0. On a donc

YK (A) =0=19({z, Py(ta < 00) > 0}) = (A). O

Définition 107 (Ensemble full) :

On dit que F est full lorsque F° est inaccessible.

Lemme 108 :
Si P est irréductible et F' full, alors F' accessible.

Si P est irréductible et A absorbant, alors A est full, donc accessible.

Définition 109 (Période d'un ensemble) :
Soit, C' small accessible. On pose d(c) = pgcd{n S\ in(fj PMC) > O} la période de C.
TE

Proposition 110 :

Tous les ensembles small accessibles ont la méme période, appelée période de P.

Définition 111 :
On dit que P est apériodique lorsque d = 1.

Si il existe un ensemble C' (1, p)-small tel que p(C') > 0, alors P est dit fortement apériodique.

Définition 112 :
Un ensemble C' est petite lorsqu’il existe une probabilité a sur IN (plus largement une famille

sommable) et une mesure non nulle u tels que K, (z, A) :== > a(k)P*(A) > u(A).
kEN

On dit alors que C est (a, u)-petite.

Lemme 113 :

Si C est (n, u)-small, alors C' est (d,, p)-petite.
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6 Mesure invariante et splitting construction

Définition 114 (Splitting) :
Soit P un noyau irréductible, et C' un ensemble (1,er)-small, ou v est une probabilité.

On pose R, (A) = % lorsque x € C et R, = P, lorsque = ¢ C'. Pour le dire autrement, on

aP,=(1—cle(x))R, +ele(x)rv.

On définit alors noyau @, 4 de X x {0,1} vers X via Q,q4 = R, lorsque z € C et d = 0,
Qza=vlorsquex € Cetd=1, et Q,q = P, lorsque x ¢ C. On pose en outre b. = ed,+(1—¢)dy
la loi de Bernouilli de parametre €, qu'on peut voir comme un noyau de X x {0, 1} vers {0, 1},

qui retourne une variable B(g) indépendante du passé.

On pose enfin P = Q ® b.. C’est un noyau Markovien sur X x {0,1}.

Lemme 115 :
Si le noyau P est irréductible et C est (1,ev)-small, pour toute mesure positive &, on a
(E®b)P" = (§P") @ D..

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour n = 1 pour conclure par induction directe. Or :

[ PralA B)dé(z)dba(d) = b.(B) x (g £Qua(A) + (1= )Qua(4) (o) + [ Pi(4) df(x))
= bs(B) X fP(A)’

d’ou le résultat. ]

Proposition 116 :
Soient P irréductible et C' (1, ev)-small. On considére (X, D) la P-chaine de Markov initialisée

en £ ® b.. Alors X est une P-chaine initialisée en £ pour sa filtration (.7-",5( ) canonique.

kelN

Démonstration. Soit g une fonction positive mesurable sur X. On étend naturellement g en

fonction sur X ® {0,1}, et en particulier Pg(z,d) = Qg(x, d). En conséquence :

E[g(Xn1)|Fr] = B[Elg(Xn )] 7] = B[Qg(Xn, dn) | 7] -

On peut vérifier par calcul direct que Eq.p)[Qg(z,d)] = Pg(x). Comme ici d,, ~ B(e) est

indépendant de F-X, on a bien :

E[Q(Xn+1)‘fr)f] = E[Qg(Xnadn)}fr)ﬂ = Ede(a)[Qg(de)] = Pg(Xn>‘
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Proposition 117 :
Si P est irréductible et C' est (1,ev)-small, alors :

1. Si AP =\, alors A®b.)P = A ®b..

2. Si A est P-invariante, alors en particulier on a la factorisation A = A\ ® b. qu’on définit
par A\g(A) = AM(A x {0,1}), et Ay est P-invariante.

Démonstration. Le premier point découle du lemme ci-dessus.

Pour le second point, vérifions d’abord 1’égalité tensorisée. On a :
MA x B) = AP(A x B) = AQ(A) x b.(B)

et en particulier pour B = {0, 1} on vérifie bien A\g(A) = M(A x B) = AQ(A) x b.(B) = AQ(A).

Avec cette factorisation, on a en particulier Ag®@b. = A = AP = (/V\OP) ®b. donc en particulier,
Mo = \oP est bien P-invariante. O

Proposition 118 :
Supposons ici que P est irréductible, et que C est (1,2ev)-small, avec v une mesure de

probabilité sur C. En particulier, sur C, R, > ;= v. Alors :

. & = C x {1} est un atome apériodique pour P.

C x {0,1} est small pour P.

Si C est accessible, alors & est accessible pour P, donc P est irréductible.
Pour k£ > 1, on a P*(&, &) = evP*1(C).

Si C est récurrent (Vo € C, U(z,C) = oo) pour P alors & l'est pour P.

AR

Si C' est Harris-récurrent (Vo € C, P,(0c < 00) = 1) pour P, alors pour toute loi initiale

¢ sur X, lorsque P¢(0¢ < 00), on a Pegy, (04 < 00) = 1.

7. Si C est accessible, et 7P = 7, alors & est un atome positif pour P, autrement dit
Ed [O'a] < Q.

Démonstration. Pour le premier point, il est clair que « est un atome par définition de P. En
outre, P(&, &) = v(C)b.(1) = & > 0, donc on a bien un atome apériodique.

Pour le second point, on a P%o > v @b, et Pml/ ® be. Par construction, 2ev(X) =2 < 1

donc = <1, d’ou finalement Pm’d > 72V ® b.. On a bien un ensemble (1, IL_E)—smaH.

Pour le troisieme point, sin > 1, on a :
]P:c,d(Xn € C, dn = 1) = EInyd(Xn S C) = €Ex,d[IPX1 (anl € C)] = €IPQw,d(Xn*1 € C) .
En conséquence, par accessibilité de C, pour tout (z,d) € X x {0,1}, on a n € IN tel que

Pg, ,(Xn—1 € C) > 0, donc & est bien un atome accessible pour P.
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Le quatriéeme point se fait via la méme propriété de Markov sur une étape, dans le cas ou
x€C (et d=1) donc X ~ v.

Pour le cinqui¢me point, on a alors U(d,d) = >, PM(a) = ¢ 3. vP*(C) = evU(0).
kEN kEN
Comme v(C) =1 et U(x,C) = oo pour tout = € C, on en déduit bien que U(c&, &) = oo, & est

récurrent.

Pour le sixieme point, on va montrer Pegp (Ng = 00) = 1, ce qui implique directement

le résultat désiré. On vérifie que C}nf }pz(d) > ¢ Comme @& est uniformément accessible
zeCx{0,1

depuis C' x {0, 1}, il nous suffit donc de montrer que Pggy, (NCX{OJ} = oo) = 1 sous les mémes
hypotheses. Si P¢(0c < 00) = 1, ce qui est ici en particulier le cas lorsque £(C) = 1, on a I'égalité
Peg. (0oxqo1} < 00) = Pe(oc < 00) = 1. En outre, Pegp, = (1 — €)Pegs, + Pegs,. On en déduit
que I'évenement précédent est de probabilité 1 sous chacune des deux probabilités, et c¢’est en
particulier le cas en partant de (z,d) € C' x {0,1}. Autrement dit, C' x {0, 1} est récurrent, En

conséquence, des que Pg(oc < 00) =1, on a Pegyp, (NCX{O,I} = oo) =1, ce qui conclut ce point.

Pour le septiéme point, comme 7 est P-invariante, 7 = 7 ® b. est P-invariante. Le noyau P

est donc irréductible récurrent. Comme 'atome & est accessible, et 7(C') > 0, il est positif. [

38



13/11/19

7 Ergodicité V-uniforme

Théoreme 119 :
Soit P un noyau sur X. Soient IF un sous-espace vectoriel de M!(X), stable par P, et ¢ une

distance sur IF qui le rend complet.

Supposons qu'il existe des constantes A, (1 < r < m) telles que V¢, ¢ € I, on a uniformément
PP, E'PT) < Ap(,8), et que £ — EP™ est a-contractante, pour o < 1.

Alors il existe une unique mesure P-invariante m € IF, et pour toute mesure £ € IF, on a :

(EP", ) < max<1, max AT) X ¢(§,W)QL%J )

1
Si de plus la convergence pour ¢ dans F implique la convergence setwise (pour tout mesurable

A, on a m,(A) — u(A)) ou bien la convergence faible dans M!(X), et que pour tout x € X on

a d, € IF, alors 7 est 'unique probabilité P-invariante sur M?!(X).

Démonstration. Sim est P-invariante, alors elle est P™-invariante. Comme P™ est a-contractante,
on en déduit l'unicité.

Par division euclidienne, on peut toujours décomposer n = m [%J + r. Quitte a utiliser
les inégalités en hypothese, on en déduit que pour toutes mesures £, & € F, on a l'inégalité
p(ePm &Py < Ap(ePmlin eprlil) < aalilpe € < max(l,lg% Ar)ab’iJw(&,s'»
En particulier, ({P™) est une suite de Cauchy, converge vers 7. En outre, on a alors la majoration
o(m, mP) < o(m, P + Ayp(m, EP™) — 0, et done m = 7P.

Supposons désormais vérifiée la propriété de setwise convergence et considérons une mesure
P-invariante p. Avec f = 14, on a alors 7(f) = [ P"f(x)d7(z) pour tout n. En outre, par ce
qui précede, P"f(z) = 0, P"f — w(f), car 6, € F. En conséquence, P"f converge simplement

vers m(f), et est bornée, donc 7(f) = 7(f) par convergence dominée, ™ = .

La preuve est analogue dans le cas de la convergence faible. O]

Remarque 120 (Coefficient de Dobrushin) :

On rappelle que A(P) :=  sup % = sup dyr(Py, Py).
£,¢eML(X) v z,2'€X

Lemme 121 :
Pour tous noyaux P et Q on a A(PQ) < A(P)A(Q).
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1EPQ—E"PQllyy _ [EPQ—E PRIy IEP—E Pllyy
1€=€" Iy leP—&'Pllyr  N1E=€llvr -~
On majore le supremum du produit par le produit des supremum, et pour le facteur de gauche,

Démonstration. 1l suffit de revenir a la définition. On a

on a alors un supremum sur les mesures £P, qu'on majore par un supremum sur toutes les

probabilités, d’ou le résultat. O

Définition 122 (Ensemble de Doeblin) :
L’ensemble C' C X mesurable est (m, €)-Doeblin lorsque, pour tous les points =,z € C, on a
dyr(P*, P) <1—¢.

Si X est un Doeblin, on dit que P satisfait une condition de Doeblin uniforme.

Définition 123 :

Soit V' > 1 une fonction mesurable sur X.

Pour toute fonction f mesurable on note || fl|,, = H%Hoo, et :

_ |f(z) — f(a')]
osev(f) = SW VTV
Si € € M(X) est une mesure signée, ||£]];, = [€[(V) et dy (&, &) = %Hf -y

Comme dans le cas de la distance en variation totale (qui correspond au cas V = 1), on a
Pégalité [|€]l, = sup{[€(f)], osev (f) < 1}.

On note alors M},(X) = {£ € MY(X), (V) < oo}. L'inclusion peut étre stricte dans le cas
général, et on a égalité ssi V est majoré. En effet, si V' n’est pas majoré, on peut construire une

mesure de probabilité £ qui place sa masse la ot V' prend de grandes valeurs, de sorte que (V') = oo.

Proposition 124 :
L’espace (M1, (X),dy) est complet.

Démonstration. La démonstration est la méme que pour la complétude de dyr, en utilisant
oo

la probabilité A = 2%,11” € Mj, par rapport a laquelle toute la suite (u,) est absolument
n=1
continue, car alors les densités forment une suite de Cauchy dans espace L'(V')\). [

Lemme 125 :
Pour tous &,& € M, si dyr(§,&') <1—¢, alors [ — &', <EV)+&(V) — 2e.

Démonstration. Soit v = £ + & — [ —&'| = 26 A & une mesure positive. On a alors I'égalité
v(X) = &(X) + &(X) = [ = '[(X) = 2 car [§ — '|(X) = 2dyr(¢,£). Comme V > 1 = 1x, on
a alors v(V) > 2¢ dont on déduit le résultat. O
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Définition 126 (Coefficient de V-Dobrushin) :

/ P—¢'P
On pose Ay (P) = sup % = sup MHE—E’H\LIV'
eAereMy, ALEMy,
Lemme 127 :
On a AV( ) — sup ”P:“;LHV = sup OSCV(Pf)-
zta L OTVED (s

Démonstration. Pour obtenir I’égalité de droite, il suffit de remarquer qu’un supremum en x # z’
intervient dans la définition de oscy (Pf) et qu’inversement un supremum en f intervient pour

| Py — Py|ly,- On a alors I'égalité en intervertissant les deux supremum.

En ce qui concerne 1'égalité de gauche, le sens > est direct, en restreignant le supremum

sur £ # & € M3, aux mesures de Dirac d, # d,s. Pour I'inégalité réciproque, on remarque que
&P =& Plly, = sup [EPf—EPf|. Or:
oscy (f)<1
¢pPf—¢Pfl = |[Pf(x )" () - f Pf ') (g — &) (2')]
J(Pr fPf<w' g, WIS g - €)' (@)
f(Pf( > Pf(a')) =0 L) (@)
< le-€10v) x sup A

||§ £/||V Sip |Pf(z)—Pf(z")|

V(z)+V (') >

pour toute fonction f, donc en passant au supremum, quitte a intervertir le supremum en f et

en x # x’, on a finalement :

|Pf(z) — Pf(a')|
1EP = &Py, < (1€ =€y sup <OSCT£<1 Vo) TV @) ) ,

d’ou le résultat souhaité. ]

Lemme 128 (Hairer-Mattingly) :
Soit V' > 1. On suppose les hypotheses suivantes vérifiées :
1. P est un noyau tel que PV <aV +bavecO0<a<letb>0,
2. C ={z, V(z) <d} est un (1,¢)-Doeblin,
3A+ 35 <L

Alors avec V3 = (1 — ) + BV, pour toutﬁE}O 1A on a :

- el
Ay, (P) <m V<1,
ou(B,b,\e)=1—e+B(b+A—1) et 1(8,b,d, A)—l—ﬂM

1=8)+B(1+d) "
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Démonstration. On a par hypotheése dyr(Py, Pr) < 1 — eloxe(x,2’). En conséquence, par un

lemme précédent :

1P — Porlly, < PVs(x)+ PVs(a') — 2elexe(z, o)
< 2(1=p)+ B(PV(x)+ PV(z)) — 2eloxe(x, ')
< A(Va(r) + Va(2')) +2((1 = A)(1 = B) + 8b) — 2eloxo(, 2')
= )\(Vg(LC) + V5($/>> + 21)5 — 28]lc><c(l', x’) ,
||szpw’||vﬂ ba—eloxe(z,a’)
et donc oy S A+ 25 ey

Si (z,2') ¢ C x C, alors on majore par \ + 2%

5 <1, donc sur J0,1] on a v, < 1.

=: 2. La fonction ~,(5) est
strictement convexe, 12(0) =1 et 12(1) = A +

Si (z,2") € C x C, on distingue plusieurs cas. Quand bg < e, on majore simplement par
A < 7. Dans le cas contraire, on majore par A + bz — e = ;. Par un calcul direct, on vérifie que

"}/1<1SSiﬁ<b+f—\—_1.

Le seul point a vérifier est b+ A — 1 > 0. Pour ce point, quitte a itérer P, on a :

11—\ b
—

< PV <\ —
1 <PV <A V+b1—An—>oo1—)\’

d’ott le résultat. On a donc bien montré que Ay, (P) < 41 A 2 en utilisant la caractérisation de
Ay, (P) donnée par lemme précédent. O
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