Systemes de particules en interaction

Léo Gayral

Ces notes sont basées sur le cours de Thierry Bodineau.
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1 Introduction

1.1 Définitions

Définition 1 (Systeéme de particules) :
On définit un systéme de N particules comme un vecteur Zy = (z;), ot 2; = (1, v;) € T¢xR?

décrit la position et la vitesse de la particulier i € [1, N].

On notera aussi Xy = (z;) et Vy = (v;).

Définition 2 (Energie cinétique) :

N
On pose H.(Vy) = 2 3" ||v;||3. Pour simplifier les calculs, on considére désormais m = 1.
i=1

Définition 3 (Energie potentielle d’interaction) :

Soit @ : R™ — R une fonction de potentiel. On dit que le potentiel est attractif lorsque
®(d) < 0 et répulsif sinon.
Typiquement, on a ¢(r) = -5 — % en physique, avec deux constantes positives. On a ainsi

un potentiel infiniment répulsif pres de 0, attractif sur une une échelle moyenne puis sans effet

sur des grandes distances. On simplifie ce dernier effet en supposant que Supp(¢) C [0, 1].

Soit en outre ¢ la distance caractéristique d’interaction entre deux particules. On pose alors

Hi(Xn) = X @(M)

1<i<y

Définition 4 (Densité du gaz) :
Le facteur € fait quune particule « occupe » typiquement un volume ?. Comme T est de

volume 1, on définit la densité par p = 4N .

1.2 Description statistique

Définition 5 (Température) :

> 0.

On consideére un gaz a température T', et on définit le facteur g = %

Définition 6 (Distribution de Gibbs) :

On munit 'ensemble des configurations d’une densité pour la mesure de Lebesgue :

Go(Zx) = Wiﬂ exp(—B(H. (Vi) + Hi(Xy)))




ou Wy est la fonction de partition.

Le facteur Wp sert a normaliser la densité pour obtenir une mesure de probabilité. Jusqu'ici, rien
ne garantit que cette densité soit intégrable, et on développera plus en détail par la suite 'influence

du choix de la fonction de potentiel ¢.

Remarque 7 :

Ainsi, cette distribution favorise les configurations de basse énergie : sur ces configurations, on
s’attend a observer des particules immobiles, équitablement réparties sur un réseau par exemple.
En particulier, a tres basse température, ce sont les seules configurations signifiantes, ce qui

correspond a un solide.

Remarque 8 :

Sous la distribution de Gibbs, en particulier, les vitesses sont indépendantes des positions.

En passant les problemes d’intégrabilité du potentiel et des positions sous silence, on peut

alors intégrer une fonction des vitesses relativement facilement :

Nd /
E[H.] = 5 /vz x e P/ %dv,

R

car la vitesse de chacune des N particules suit un vecteur gaussien isotrope, en d dimensions,

indépendant du reste.

Remarque 9 (Cinétique du gaz) :
Alternativement, on peut s’intéresser a ’évolution de Zy(t) en partant d’une configuration

initiale Zy(0). Dans ce cas, on a les lois d’évolution Xy = Vi et v; = I3 V@(M)
J#i

En passant a la limite hydrodynamique, a 1’échelle macroscopique, on se raméne a des densités

de vitesse et de particules, et on étudie dans ce cadre les équations d’Euler ou de Navier-Stokes.

On peut également travailler a 1’échelle mésoscopique. On détaillera plus en avant la description

mésoscopique dans le cadre d'un gaz dilué, ou le nombre de collisions a un instant donné est faible.

2 Systemes a I’équilibre

2.1 Modeles microscopiques

Définition 10 (Ensemble micro-canonique) :

A Téquilibre, on peut supposer que H = H.+H; = EN est constante, et € représente I'énergie



d’une particule. On peut associer a un niveau d’énergie son ensemble micro-canonique, la mesure
uniforme sur {Zy, H(Zn) =EN}.

Cette description est peu pratique, car le niveau d’énergie est difficile a observer exactement. On

peut alternativement travailler a N fixé, mais a énergie variable.

Définition 11 (Ensemble canonique) :
En pratique, la mesure de Gibbs est une meilleure description de 1’équilibre. On peut alors
vérifier que Eg,[H] = C(B8) x N, pour une certaine fonction C'. Au travers de cette fonction, on

peut ainsi mettre en lien la température du gaz et son énergie moyenne. Cette description est

appelée I'ensemble canonique.

Considérons un gaz parfait, ou ¢ =0, et donc H; =0, H = H..

Lemme 12 :
Fixons 'énergie £ = 1, de sorte que H. = N dans la description micro-canonique. Dans ce

cas, Vy est uniforme sur la sphere de rayon v N dans R”.

Si on considére un nombre fini k£ de variables fixées, pour N — 0o, on a la convergence en loi

vers un vecteur gaussien :
c
(?}17...,Uk) —>N(O,Ik),

ce qui donne donc un comportement analogue a la densité de Gibbs en observant une sous-partie

d’un grand ensemble de particules.

Démonstration. En coordonnées polaires, Y ~ N (0, I;) se décompose en un vecteur uniforme

[ N
sur la sphere de rayon 1, et un rayon aléatoire Ry, tel que RTN = % Z Y;? converge p.s. vers 1.

=1

_ d , o
Ainsi, (v1,...,vy) = (Y1, .. ,YN)R—‘/? En conséquence, lorsque N — oo, par continuité de
la projection sur les k premiers coefficients, on a bien la convergence presque-siire donc en loi

souhaitée. ]

On peut également étendre ’ensemble sur lequel on travaille, afin de ne plus fixer la valeur de N.

Définition 13 (Ensemble grand-canonique) :
On s’intéresse alors a un systeme de particules sans vitesses. On considere la densité de
probabilités sur | | {N} x (Td)N donnée par :
NEN

11
meﬂ exp(—8H;(Xn))

ol Z. est un facteur de normalisation, et p est la fugacité.

En particulier, a N fixé, on retrouve la distribution de Gibbs sur les positions. Ceci signifie donc
qu’on a un probleme similaire pour Z, et W3, dans le sens ou rien ne garantit que la mesure est finie,

normalisable.



Remarque 14 :

o0 .
Dans le casou f =0,0ona Z. = > ’j—f = e#. Dans ce cas, N suit en fait une loi de Poisson
i=0 7
P(u), et conditionnellement a N les particules sont uniformément réparties.

Si on oublie la valeur totale de IV, et 'ordre sur les particules, I’ensemble des particules suit
en fait une mesure de Poisson d’intensité pu.

Ainsi, E[N] = p. dans ce cas. Pour faire écho a la densité lorsque le nombre de particules est

fixé, on consideére donc p, x e = w.

Lemme 15 :
Soit h une fonction mesurable bornée sur T¢. Par invariance de la mesure par permutation :

N

1 1 > N-1
Hoia © N=17, ()" '
Lemme 16 :
Soient (h;),<j des fonctions mesurables bornées sur T?, et A\1,..., g € R. On définit alors

K
hy = > Ajhj. On étend la définition de Z via :
j=1
[e.e] Mn n
Z.N) =1+ o / exp (—ﬁHi(Xn) +) hA(a;j)) .
n=1 0 j=1
(7?)

Posons alors F/(\) = iln(%). Dans ce cas, 0;F(0) = E

N N
En outre, 0,0,F(0) = iCov(z hi(zg), Y. hj(:ck)>.
k=1

k=1

Encore une fois, tous ces résultats ont un sens conditionnellement a l'intégrabilité des objets

considérés, ce sur quoi on reviendra par la suite.
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Remarque 17 :
Considérons le cas ou ¢ est négatif au voisinage de 0, ou le potentiel est attractif sur des
courtes distances. Dans ce cas, quitte a restreindre toutes les particules dans une petite boite de

coté d,ona 2> 1+ Y, % exp(Bcn?) pour une constante ¢ > 0, et cette somme est infinie. Il
n>1
faut donc avoir un potentiel positif, répulsif au voisinage de 0.

Définition 18 (Cas des spheres dures) :
Dans le cas ou on modélise le gaz par des spheres dures sans interactions, on pose le potentiel

(,D(U) = ]1u§1 X Q.

Autrement, on exclut totalement les configurations ou deux particules se chevauchent, et

aucune interaction lorsqu’elles ne se touchent pas.

Théoréme 19 (Ueltschi) :
Supposons ¢ > 0. Notons Fj(w) = lim - In(Z¢), 'énergie libre.

e—0 He

Il existe wy > 0 tel que, pour tout w < wy, pour tous A, B C T?, en notant N4 le nombre de

particules dans A :

, Al |B
IE[NANg] — E[NAJE[Ng]| < Cw* = x ‘_d| x ‘—d|
g 19

ou |A| est la mesure de Lebesgue de I'ensemble.

Démonstration. Voir infra. L]

2.2 Preuve du théoréme

Dans cette sous-section, on se place sous 'hypothese ¢ > 0 du théoréme.

Remarque 20 :
Soit &(x,y) = exp(—ﬁgp('ty‘» — 1 € [—1,0]. On peut réécrire :

N
e Z He H
N>1 1<j

(r1)"

Fixons H : T¢ — R mesurable bornée. On étend ainsi la notion de Z¢ en tant que fonctions d’un

parametre A € R via :

uN
26=1+Zﬁ

|
T

H(f(iﬂu%) + 1) exp (AZ H(%)) dXn .

1<J



Définition 21 :

On note la mesure dv(z) = eM @y dx sur T?, et dv(Xy) la mesure produit associée.

Définition 22 :
On note Gy 'ensemble des graphes a N sommets, non-orientés, sans arétes doubles ni boucles

sur un sommet. On note CV le sous-ensemble des graphes connexes.

Notons t(x) = 1 sur T¢, et pour N > 2 :

o) = 3 I €y,

" GeCy {i,j}eq

Théoréme 23 :

Il existe wy > 0, et § > 0, tels que pour tout w < wy et —0 < A <4, on a :

N>1

m(Z7 ) =Y [ el dv(x) € R
CoN

Démonstration. Quitte a voir chaque terme du produit comme la possibilité de garder ou non

I’aréte dans le graphe, on a :

Z5 = 1+ > & [ T1Q+&(x, ;) dv(Xy)

N>1 (Td)N i<j

= 1+ > w2 [ I &@ne)dv(Xy).

NeN Gegn (Td)N {i,j}eG

On peut alors découper un graphe suivant ses composantes connexes, ce qui nous ramene a des

graphes plus petits mais connexes :

=1t S Y (W) I [ () v (X,,)

k=1 m21<Td)m
= exp Z>1( )m¢(Xm)du(Xm) ;

d’ou le résultat souhaité en passant au logarithme, modulo le fait que la famille sommeée est bien

définie pour appliquer un produit de Cauchy. Cette justification se fait avec le lemme ci-apres. [




Lemme 24 (Lemme technique) :

Supposons qu’il existe une fonction a positive sur T telle que [ |£(z,y)[e*™ dv(y) < a(z).
Td
Alors :

1+ Z m / (Xn)| dv(2) ... () < e®V)
(o)™

pour tout rang K.

Démonstration. Le cas ou la somme s’arréte a K = 2 est direct.

Pour relier z; a m autres points de fagon connexe, il faut choisir mq,...,m; > 1 tels que
mi+---+my = m. Ce faisant, on considere k graphes connexes disjoints, a m; points, et 2"/ —1

facons différentes de relier x; a chaque composante. On vérifie alors que :

IR DR ID O | (CUEEST wE )

viU--Uvg j=1 JEVE

et on peut majorer le terme de droite par m;. En prenant des précautions, on peut alors propager

notre majoration de proche en proche, de K en K + 1. ]

Dans notre modele, on peut prendre a = 1.

Proposition 25 :

On peut, en dénombrant attentivement les clusters, montrer une majoration du type :

/ (X0 d(Xy) < (Cu) e,
(r4)"
ainsi que :
swp [ () € 0 (Cu)

(x)"”

avec des constantes qui dépendent de la fonction H (et de A).

En considérant un cas a deux parametres A au lieu d’un seul, via H = A1 4 + A1 g, on obtient
O\, 05, In(Z9)(0,0) = E.[NsaNg| — E.[N4|E.[Ng]. D’autre part, par dérivation sous l'intégrale, on

obtient une égalité avec :
> 3 [ tale)tat)e(Xn) dXy.

N>11<i,5<N

En particulier, pour relier x; € A et z; € B, il faut forcément passer une composante connexe assez

, / . . . . d(A.B
large, étalée, ce qui fait ressortir la puissance %



14,/02/20

3 Modele d’Ising planaire

Définition 26 (Espace des configurations) :
Soit Ay = [N, N]?. On considere o : Z? — {£1}, égale a 1 en dehors de Ay, et on note

oA, sa restriction, une configuration du systeme.

Définition 27 (Hamiltonien) :

Dans ce modele, on note H(op,) = —f > 0,0y, en sommant sur les couples
de sommets.

Définition 28 :

On pose alors i}, 4(0) = ﬁﬁ exp(—H(0)).

Remarque 29 :
En fixant N, la courbe 8 +— Ey gloo] a une allure de sigmoide, qui tend vers 0 en 0 et vers 1

en linfini.

Théoréme 30 :

Il existe 5y > 0 au dessus duquel, pour tout N > 1, on a ]Pufvg(go =-1)<

=

Démonstration. On va utiliser ici 'argument de Peierls. Sous 1’événement 0y = —1, on a un bloc
de —1 connexe, nécessairement borné dans Ay.

On peut réécrire H(opy) = —f > (0,0, — 1) — B|Ex,| avec E,, les arétes du réseau qui
ont une extrémité au moins dans AEV.J)Ce faisant, les seules contributions & H deviennent les
frontieres, les zones ou o change de signe. On peut donc majorer P(cy = —1) par la probabilité
d’observer un contour autour de 0, avec des —1 sur le bord intérieur et des +1 sur le bord

extérieur.

Pour un choix de lacet v, notons I(7y) et E(7) les sommets a I'intérieur et a extérieur. Si o est

une configuration qui admet le lacet v, ona H(op,) =B Y. 0,0, — 3 > 0;0;+ ]v|. Notons ¢ la
1() E(7)
configuration ot on a changé les —1 en +1 sur le bord intérieur. On a alors H (o) = H(o)—208]7|.

Ainsi, on majore la probabilité d’observer y par P(y) < e~2P1 et ce indépendamment de N.

En outre, on peut majorer le nombre de lacets de longueur n par n x 3", avec n positions

possibles pour un sommet sur ’axe horizontal, et 3" chemins auto-évitants possibles. Pour /3




assez grand, ce terme exponentiel est écrasé par e=2"#, d’ou le résultat. O

Définition 31 (Contours) :
Etant donnée une configuration o, on note I'(cx, ) Pensemble des contours, bordés par des
—1 d’un coté et des +1 de l'autre.
On peut réécrire H(op,) = =28 Y.  |v| = B|Eay]-
Vel (oay)
Notons que deux contours distincts ne peuvent avoir aucune aréte en commun. Pour deux

lacets, on note donc d(vy,~') = 1 ssi ils n’ont pas d’arétes en commun, et 0 sinon.

Lemme 32 :

On a Z§; = exp(5|E|) (1 X h S et 11 Wm)), avee Wj(7) = =29l

n>l Y170 1<)

On réutilise alors le lemme technique précédent, 'argument de cluster expansion, avec la fonction

a(y) = |7/, et la mesure de comptage avec la densité v(y) = Wjs(7). Ce faisant, on obtient finalement :

In(Zs n) = BlEn| + Z Y(z),

zeX

avec X l’ensemble de n-uplets de lacets pour tout n.

Définition 33 :

Dans ce contexte, I’énergie libre est F'(5) = lim ﬁ In(Zy).

Proposition 34 :
On a F(B) =28+ e 4+ 2e71% 4 O (e719).

Remarquons d’autre part que, désormais, le signe de o est enticrement déterminé par n. le nombre

de contours qui englobent 0. Ce faisant, Ex[og] = = e?lFn] (1 +> 4 > 11 WB(%)(—I)"C)
; .

n21 Y15--5Un 1=1

Quitte définir Wg comme Wz multiplié par —1 lorsque un lacet englobe 0, on a une expression

similaire a celle déja étudiée, encore une fois. Quitte a faire une étude complete sur cette nouvelle

fonction, on obtient ici des fonctions ¥°, et finalement Ey[oq] = exp( ST 0(x) — w(x))
zeX

4 Dynamique de spheres dures

4.1 Description microscopique

10



Définition 35 :
Soit ®(u) = ool,«;. Cette fonction de potentiel induit une mesure de Gibbs supportée par
DY = {Zy, d(z;,x;) > &, Vi < j}.

Tant qu’il n’y a pas de collision, 0,x; = v;, et v; reste constante.

Lors d'une collision entre deux spheres 7 et j, on a x; — x; = €v pour un vecteur v unitaire.

on change les vitesses en v; = v; — (v; — vj, v)v et v = v; — (v; — v;, V).

Lemme 36 :

Lors d’une collision, les grandeurs suivantes sont préservées :
‘ fa i A 2 2 _ (2 12
1. Energie cinétique : v + 07 = (v))” + (v})",

2. Moment : v; + v; = v; + v’

Proposition 37 :

Lebesgue-p.p. sur les conditions initiales dans DY, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. on n’a aucune collision triple (ou plus),
2. le nombre de collisions est localement fini,

3. on n’a pas de collisions rasantes, ou deux spheres se croisent de fagon tangente.

Démonstration. Fixons R > 0 et 6 > 0. On pose Py comme ’ensemble des conditions initiales de
DY pour lesquelles on observe deux collisions sur I'intervalle [0, ] contre une méme particule,

sachant qu’une collision triple compte pour deux, etc.

On voudrait montrer A\(Ps) < C'(N, R, ¢)d?. Par invariance de la dynamique par permutations,
quitte a ajouter un facteur N on peut supposer que la particule en question est X;. Comme
I'énergie est bornée, on a forcément |V;| < R, donc dans l'intervalle de temps considéré la
distance parcourue est au plus d R. Ainsi, il faut garantir que deux autres particules sont assez

proches de X1, ce qui donne finalement la borne attendue.

En dehors de Ps, on peut en particulier définir la trajectoire jusqu’au temps ¢, et donc cela
a un sens de regarder I'image réciproque T"s(Ps), les trajectoires qui atteignent Py au temps 0.

Ks
Plus largement, posons Bs = |J T_s(F5), jusqu’a un rang K5 = [%W
k=0

On pourrait vérifier que la dynamique préserve la mesure de Lebesgue, donc on peut définir
la dynamique sans soucis jusqu’au temps 7" sur B§. Comme A\(B;) < CT4, on en déduit que

U Bj§ est de mesure pleine, et qu’on peut définir la dynamique sans soucis sur cet ensemble,
§>0
sans collisions triples ou une infinité de collisions en temps fini.

Notons que sous cet évenement, la probabilité que la premiere « collision » soit un croisement

11




est nulle, donc a nouveau, quitte a tirer en arriere, la probabilité qu'un croisement se produise

est nulle. On peut enfin passer a la limite pour R — co pour avoir le résultat. O]

Remarque 38 :
Le systeme dynamique ainsi défini est totalement réversible. Ainsi, le long d’une trajectoire,
N
Iénergie H(Zy) = H.(Vy) = 5 > v? est préservée.
i=1
On peut donc partitionner la dynamique sur des ensembles de niveau, et définir I’ensemble
DM = {Zy € DY, H(Zy) < R?} laissé stable par la dynamique.

Remarque 39 (Equation de Liouville) :

Soit fx une distribution initiale sur N particules.

Considérons d’abord un systéme a une seule particule. Posons f(t,z,v) = f(0,x — tv,v) une
fonction de la position initiale. On a alors 0, f(t, z) = —vV, f(t, z). Autrement dit, on a obtenu

une équation de transport.

Avec N particules, on a plus généralement 0, fn(t, Zn) + Z ViVx,fn(t, Zyn) = 0, avec des

conditions au bord adaptées aux trous dans l'espace des conﬁguratlons correspondant aux cas

de collisions.

12
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Définition 40 :
On aimerait obtenir des informations sur la distribution typique d’une particule donnée.

Ainsi, on peut définir la distribution marginale de s particules parmi N :

f](\f)(t, 2y Zs) = /fN(t,zl, ooy 2n)dzgrr ... day .

4.2 Mesures invariantes

Définition 41 :
N
La mesure My g(Zn) = exp| =8 > v7 | 1py(Xy) est invariante pour 'équation de Liouville.
=1

On la normalise pour obtenir une probabilité. Le facteur de normalisation, qu’on notera Zy g,

est de l'ordre de exp(—x/ﬁ).

On peut alors définir la marginale M](\f)ﬁ(Zs) a densité [ My s(Zy)dzss ... dan.

Définition 42 (Limite de Boltzmann-Grad) :

Considérons ici un autre changement d’échelle Ne?-*

= 1, ce qui implique w = Ne? — 0

lorsque N — oo, autrement dit un gaz tres dilué.

L’intérét de cette mise a 1’échelle est de controler le nombre de collisions par unité de temps.

Proposition 43 :
N
Considérons la mesure produit Mg*(Z,) & densité exp (—B 3 vf) :
j=1
Alors il existe C'(f) > 0 telle que, pour tout s < N € N : on a :

ME,(Z,) — ME*(2)|[1p,(2,) < CeME*(Z,).

Démonstration. On peut oublier la contribution de [, I'influence des vitesses, sur le résultat.

On peut alors considérer le facteur de normalisation Zx pour K particules uniformes sur

]Df. On a naturellement Zx 1 < Zg.

Une fois K particules fixées, on peut exclure chaque autre particule du domaine accessible a
la particule K + 1. Ainsi, Zx41 > (1 — Ke?) Zx. Comme K < N, et que Ne?™* =1, on a donc
ZK—H Z (1 - €)ZK

Lorsque Z; n’est pas admissible, le terme de gauche est nul. On suppose donc Z; € D?, donc
M ?S(Zs) =1.

Si on pouvait négliger la contribution des s particules, on se rameénerait alors a la relation

13



M](\f)B(ZS) — M$*(Z,) = Z]ZV]; — 1, avec le terme de droite majoré par ((1—¢)™°—1) < C%,

positif. L’erreur d’approximation est en fait égale a :

1
Zy (H Ljgi—aj)>e = 1) < ] Vjor-wize das - day

1<s<j s<k<l

Or1-— J] Ljgi—aj)>e < > 1z;—2;)<c- On peut alors sommer selon i pour obtenir s(N —s)
i<s<j i<s<j B
fois le méme terme. Disons par exemple que i =1et j = N :

1
o d
> [ Ljer—anj<e X H Lyop—zyzedas .. . doy = eZy_s_1,
Zy
s<k<l

ZN_s—1 gd

= ~ sNe? =~ se. O
N

d’ou finalement une erreur de l'ordre de s(N — s)

4.3 Hiérarchie BBGKY

Remarque 44 :

Considérons I’équation suivante :

Of PVt 2) + iV Pt z) = (N=1)et [ dit [ doof )t 1,0}, 21 + €7, 0h) (vy — vy, )T
Sd—l Rd

— (N— 1)€d_1 f dﬁf dUgf](\fz)(t,$1U1,$1 +€ﬁ, UQ)(’UQ —Ul,ﬁ>_
Sd—l Rd

Les signes utilisés ont un sens, puisque le terme positif correspond a I’énergie ajoutée, et le terme

négatif a I’énergie soustraite.

Cette équation fait apparaitre f ](\,2 ), L’équation correspondante pour 2 particules contient f ](\f ),

et ainsi de suite, d’ou la notion de hiérarchie, jusqu’a atteindre la fonction complete fy :
8tFJ(VS) + Z<Ui’ VwiF](VS)> = Cs 541 [FJ(\fs—i_l)(t)} (Zs),
i=1
avec WC’S,SH [F](\fﬂ)} (Z5) défini par :

S

n 2\t (s+1) / = (s+1) o
g /dndvs+1<vi—vs,n) [FN (xi,vi,...,xi—l—en,vsﬂ)—FN (i, Viy ooy T+ ETL Vs 1) |
i=1

Définition 45 (Equation de Boltzman) :

De facon informelle, passons a la limite e — 0, et considérons une mesure produit a la limite,
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de sorte que £ (21, 20) = fM(21)fMV(22). Dans ce cas, I'équation précédente devient :

O f(t,z) + <v,V,.f(t, z)>
= f dn f dv?(f(tvxla Ui)f(ta ZL’l,Ué) - f<t7 Z)f(ta L1, U2>><U1 — U2, ﬁ>+

§(i—1 R4

Proposition 46 :
Notons Sy l'opérateur de translations-collisions sur /N particules, en particulier de sorte que

S1(t)(z,v) = (v + tv,v) dans le cas a une particule.

Notons également C , 'opérateur de collision, qui scinde une particule en deux, de sorte que
o fM + <U, me(1)> =Cl2 [f(g)} dans la hiérarchie BBGKY.

On a:
B

I+ 6,21) = $i10) [P0 () + / $100 = 1) [Cra S 1R )] || (z1) dr + 0(6)

0

Démonstration. On se ramene a t = 0. On distingue ainsi trois cas, selon si au temps 6 on a eu
0, 1 ou plusieurs chocs avec la particule 1. On peut vérifier que, pour ce processus de Poisson,
la probabilité d’avoir au moins deux chocs est un O(6?). Les calculs correspondant & 1 particule

font ressortir 'intégrale positive de C o.

I1 faut alors pousser les calculs du cas a 0 collisions pour faire ressortir le terme de translation
pure, un terme correctif négatif qui finit de compléter I'expression de (o pour compenser les

configurations translatées qui auraient du étre déviées, et & nouveau un terme d’erreur O(62). [

Remarque 47 :

N 1,8(Z
Pour la mesure initiale, on part d’une mesure sous la forme fy (0, Zy) = [] fo(zi)—22 Z( N),
j=1

afin de s’approcher au maximum d’une mesure produit. Dés lors que f; est assez réguliere, on a

une propriété de chaos moléculaire, une quasi-factorisation de la mesure.
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Théoréme 48 (Théoreme H) :
Supposons que f est solution de ’équation de Boltzmann, et correspond a une densité de
probabilité pour la mesure de Lebesgue.
Posons H(t) = [ f(t,z)Inof(t,z)dz entropie du systéme au temps ¢t. Alors H'(t) < 0,
TdxR4

ce qui correspond au second principe de la thermodynamique.

Alternativement, en définissant Hy a partir de la distribution fy, en intégrant contre Z,

on obtient une entropie constante, Hj (t) = 0.

Démonstration. Par dérivation sous l'intégrale :

OH(E) = [0f(t,z)(Inof(t,z) +1)dz
= [0, Vof)(Inof +1)dz+ [Q(f, fle(t, z)dz,

avec ¢(t,z) = Inof(t,z) + 1. Le terme de gauche, par intégration par parties, est en fait nul,
dott H'(t) = [ Q(f, fel(t, 2) dz.

Par un changement de variables habile, pour toute fonction ¢, on peut obtenir :

JQf. He(t, z)dz
= —1[dedvdwdi((v —w, )" (f() f(w) = f(0)f(w))(e) + e(w) = o)) — o).

Dans le cas particulier de notre fonction ¢, le facteur de droite devient 1n<f f%:%ﬁi?) On peut

alors vérifier que, de fagon générale, (a — b)In(%) > 0, d’ot enfin H'(t) < 0.

Dans le cas de fy, avec du transport pur, 'opérateur de translation T_; préserve la mesure

de Lebesgue, d’ou Hy(t) = Hy(0) via le changement induit par 7_;. O

Remarque 49 :
Soit X une chaine de Markov indexée par R, de mesure invariante m(x) dz. Notons p; < dz

la loi de X;. Alors la divergence de Kullback, entropie relative H(u|m) := [ ln(‘;’:(—(;))>ut(x) dz

est décroissante en fonction du temps. En particulier, H(u|m) = 0 ssi py = .

La décroissance de l'entropie dans le modele « limite » mais pas dans les modeles exacts a N

particules a été un contre-argument historique a la rigueur de la notion de limite considérée.

Remarque 50 (Anneau de Kac) :
On se place sur Z = Z/nZ, On consideére une configuration n : Z — {£1}.

On place un certain nombre de marqueurs entre des positions (7,7 + 1) consécutives.

On considére alors Vopérateur T sur {£1}7, tel que Tn(i + 1) = 5(i), sauf lorsque (i,i + 1)

est marqué, auquel cas on a une inversion 7n(i + 1) = —n(i). Cette dynamique est déterministe,
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totalement réversible. On obtient ainsi un processus via 7(t + 1) = Tn(t).

N
Si on s'intéresse & Cn(t) = + > mi(t), on obtient alors une grandeur 2N-périodique, qui
=1

visite occasionnellement des valeurs proches de +1, mais reste pres de 0 la plupart du temps.

En considérant des marqueurs m; € {+1}, on peut réécrire Tn(i + 1) = m;n(i). Supposons
1
29
partant de n = 1, on a ny(t) = m_1n_1(t — 1), donc pour t < N :

que les marqueurs valent —1 avec probabilité p < =, indépendamment les uns des autres. En

E[Cx(t)] = NE[m_;...m_¢] = N(1 - 2p)".

~(0)

. . C , . e e N . , , .
Ainsi, en partant de v =1, on observe une décroissance initiale a vitesse géométrique.

Remarque 51 (Urnes d’Ehrenfest) :
On considere 0 < [ < N le nombre de particules dans I'urne de gauche. A chaque étape, une
des N particules prise uniformément change d’urne.

Ainsi, on a la loi de transition P(I,{+ 1) = % et P(I,1—1)= NT_l Ce noyau est réversible,

avec la mesure invariante (1) = QLN(J? ) Le temps de premier retour en k vérifie Ex[T;] = ﬁ

En particulier, en partant de 0 ou NN, il faudra en moyenne 2% étapes pour observer a nouveau

la configuration en question.

Ces deux exemples ont pour but de souligner que des dynamiques réversibles, déterministes,

peuvent donner 'impression d’'une perte d’information sur des échelles de temps « trop » courtes.

Théoréme 52 (Lanford, 1975) :
N
Soit une mesure initiale fy pour Boltzmann, et la condition initiale ] fo(z;) conditionnée
j=1
sur le domaine de validité pour fy.

Alors il existe T*(c, 3) > 0 tel que, pour tout ¢t < 7% on a F](Vl)(t, ) iy f(t,-).

Plus généralement, si on fixe le nombre k de particules, alors F J(Vk ) (t, Zn) 17N B IT f(t, 2).
j=1

Démonstration. Dans BBGKY, si on oublie le coefficient (N — 1)e?!, on obtient plutot des

opérateurs ngs +1- On obtient ainsi une hiérarchie de Boltzmann, indexée par IN, sous la forme

9,9 + Z<vj, V$ig(s)> = Cg,s—i—l [g(sﬂ)}. On obtient ainsi des équations de transport libre, sans
j=1

collisions.

Pour montrer I'existence de solutions dans cette hiérarchie, on va devoir manipuler I'opérateur

s

Css1l = Cfyp1 + Coyyy, qui cumule les effets des collisions au lieu de les compenser.
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Formellement, en partant de f une solution de ’équation de Boltzmann, les fonctions produit
g¥(t, Z,) = T f(t,2;) est solution de la hiérarchie de Boltzmann.
j=1
On a également la décomposition en somme ¢ (t) = > QY ,,,(t)g"*(0). On doit alors
n=0

justifier que cette famille est sommable, sur des petits temps. On a une équation analogue en ce
qui concerne la hiérarchie BBGKY, pour < f ](Vs )>

sSN'

Du coté de la condition initiale, on a ’encadrement :

V0 = g0 0)[1p; < Cree B

et f3(Z:) < CFexp(—B Y |ul’).
D’autre part, on peut montrer que [|Q1,14n(t) frs1ll. 1 10 < (Ox)"[| frs1llz 14, @vec la norme

| fi e l4n\ ka X eXp(/\Z“Ui”Q)Hoo,ZkE]D’g'

En emboitant ces inégalités, en ajustant les valeurs de A, on peut ainsi établir la convergence

normale sur des temps tres courts. ]
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